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第 8 章 欧 氏 向 量 空 间 复习 与 补充 


用 一 个 欧 扩 伪 射 室 间 可 以 很 好 地 表示 我 们 的 世界 ,确切 地 说 、 
由 于 不 存在 自然 的 长 度 单位 ,这 种 表示 至 多 只 相差 一 个 数量 倍数 ， 
欧 民 仿 射 空间 是 本 书 的 主要 内 容 ， 在 下 面 这 一 章 里 就 要 开始 对 这 
种 空间 进行 讨论 .为 了 作 一 些 准 备 , 我 们 先 讨论 作为 欧 民 仿 射 空间 
的 底 空 间 的 欧 开 向 量 空间 ;因而 本 章 不 话 在 形式 上 还 是 在 实质 上 ， 
者 是 相当 代数 化 的 .由 于 自古 希腊 以 来 积累 的 材料 板 为 洁 紫 , 效 我 
们 对 它们 进行 了 第 选 ,并 以 正 交 群 OC) 作为 主线 来 组 织 这 些 材 
料 。 以 求 取得 业 种 统一 性 【在 8.2.14 有 一 个 讨论 纲要 )。 在 说 明 
O(E) 的 定义 及 一 般 性 质 (8.1,8.2) 以 后 ,一 方面 讨论 OCE) 中 单独 
一 个 元 素 的 结 机 (特征 子 空间 。8.4)， 另 一 方面 讨论 整个 O(E) 群 
的 结构 (8.5,8.3,8.9); 二 维 的 情形 主要 用 到 复数 (8.3), 三 维和 四 维 
的 情形 用 到 四 元 数 (8.9), 第 8.10 节 是 从 文化 收养 以 及 与 最 新 数学 
的 联系 这 两 个 角度 来 安排 的 。8.7 节 是 很 特殊 的 一 节 , 其 中 引进 了 
厦 为 一 种 很 精巧 的 不 变量 (在 作者 看 来 ,对 于 中 学 教学 来 说 末 免 过 
于 精 七 ) 的 平面 定向 角 ， 借 助 这 一 概念 可 以 得 出 一 此 关于 区 的 漂亮 
结果 ， 例 如 可 参看 10.9.7. 与 此 相反 , 半 直 线 或 直线 夫 成 的 (无 向 ) 
角 的 概念 ,在 作者 看 来 , 则 是 最 基本 的 ;8.6 节 对 此 作 了 讨论 .第 8.8 
节 讨 论 相似 性 ， 其 中 有 个 原因 是 物质 世界 在 仅 祠 差 一 个 数量 倍 阁 
的 意义 上 跟 欧 氏 空 间 相 符 。 最 末 的 第 8.11 节 中 ， 除 了 经 典 的 (并 
在 众多 学 科 中 得 到 应 用 的 ) 向 量 积 以 让， 介绍 了 欧 氏 向 量 空 间 的 规 
范 外 积 形式 , 它 是 今后 定义 欧 民 仿 射 空间 规范 测度 的 工具 (9.12), 

对 数学 家 们 连 到 一 个 结构 就 作 推 广 的 做 法 业已 习惯 或 首 有 了 所 
爱好 的 读者 ， 想 必 记 经 预 阐 到 ， 在 欧 氏 向 量 宝 间 中 合并 条 举 性质 
后 ， 是 可 以 把 它 的 结构 推广 成 为 一 些 新 的 结构 鸭 ， 这 些 结构 ， 我 
们 仅 在 第 18 *cpEG ud EUG, dbkqp 4] Y Fb xod 
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[DEL1，[PO]，[S-T]，[BI 2], [ANI]. 


若非 另 作 申 明 , 则 本 章 中 巨 总 表示 欧 氏 向 量 空间 , ”表示 它 
的 维 数 . 


8.1 定义 ,初步 性 质 


8.11 定义 。 欧 攻 向 量 空间 是 RR 上 的 有 限 维 向 量 空间 , 其 上 了 
有 正定 的 对 称 双 线性 形式 B p: 巨 X ER. 是 对 称 双 线 性 形 
式 而 且 对 所 有 的 > 夫 0 有 (zsz] > 0, Ups Y) m Gy). RR 
为 * Y 的 内 积 ; * 的 范 数 就 是 


lst = Vp Cx, #) 一 V Gl). 
着 (zl?) 一 0， 称 * 和 y 正 交集 合 (ela.a4cE 称 为 正 变 加 
量 组 ,如 果 (ule) 一 0 Vise j; MODE lei 一 1Vis 则 称 为 标 
准 正 交 向 最 组 . 


8.1.2.1 欧 氏 向 量 空间 的 向 量子 空间 坟 对 限制 plz 而 言 自 
然 地 成 为 一 个 欧 氏 向 量 空间 。 、 
8.1.2.2 标准 的 例 子 是 


E —R'ie(Gs unser) 一 xy 


&123 在 E 上 ,P 是 一 个 二 次 型 (参见 3.32), 对 任意 的 2.» 
都 有 
8.1.2.4 
le yl de 2600 DP 
或 


Gl 7 Else vt — lit — pol. 


8.1.2.5 由 非 零 向 量 构 成 的 正 交 组 必定 是 线性 无 关 组 ， 
8.1.2.6 若 {c;} 蚌 E 的 你 准 正 交 基 , 则 
2 


PE > Kies 
等 价 于 x 一 (x|e:) Yi 另外 还 有 
(x e| o3 ye ) 一 > x,. 


8.1.3 命题 。 xHER xy EE, 有 1(x17)| llsllliyl. SEO 
2. Y 线性 相关 时 成 立 ; 更 精确 地 说 ，(x1?) 一 x eA 等 价 十 存 
YE A,a € R* fi à 十 wy 一 0 对 任何 *,y € E: lx or ll s elt 
Miis 特别 是 

d(3,) — lx — »l 
使 成 为 共有 上 典范 拓 扩 的 度量 空间 (参见 27.1), 


图 8.1.3. 


8.14 命题 (Schmidt 标准 正 交 化 )。 设 Uus 是 也 中 一 组 
线性 无 关 的 向 量 ; 则 存在 标准 正 交 向 量 组 (ossa 具有 以 下 性 
Wines 同 伦 于 67jicwok (参见 2.7.2.7) B, Vb 1, sk 
由 eG — 1,77.) 生成 的 向 量子 空间 与 由 AG 一 1,…* 生 
成 的 向 量子 空间 是 相 问 的 ,特别 是 ,E 上 任 一 给 定 的 (可 能 是 空 集 
的 ) 标准 正 交 向 量 组 必 可 扩充 成 为 标准 正 交 基 。 它们 都 同 伦 于 某 
一 个 标准 正 交 基 。 

对 用 归纳 法 .对 一 1, 取 a — bU ACD. 其 中 对 任 一 
+ 《上 ,x" 表 示 * 经 标准 从 后 所 成 向 基 ， 即 at — x] us anl 


3 ， 


ET x. 同 伦 可 取 为 (O0 m 0 (0 — 0x, ce [0, 1]， 即 连结 
端点 +，x" BUALER, HLEDR (a lusu 已 作出 ,要 作 ou; 相继 置 


s. 
机 一 六 (ol 如 ja comb —d., nme 


n 


Trad 


—- [Ca 


ba 


图 8.1.4, 


可 直接 验证 {o ia, s HX ir REOR S TE EAD RR DER AT ERIS 
伦 的 合成 ; KUBRUSÁSPPPEUE, 由 5 8l cu 的 为 4G) 一 tc 十 
《1 一 0b, 由 c4 8] a, 的 有 如 前 还 。 
8.15 命题 。 设 E, 是 两 个 维 数 相同 的 欧 氏 向 量 空间 ,二 五 一 
号 是 集合 的 肌 对 , 则 下 述 命题 是 等 价 的 ; 

人 i) fe LOS E) B. lfG2d = xl Vx € E; 

Gi) Vr,y€ EGG NY) = G0). 
这 样 的 f 必 为 双 射 , 称 为 等 路 。 等 距 的 全 体 记 为 OCE SED. 

(i) Ze (i) 可 由 了 线性 和 8.1.2.4 推出 。 Gi) HAGA (D: 在 
上 中 取 一 个 标准 正 交 基 (es) (参见 8.1.4)。 由 Gi) 和 维 数 相等 的 
AE. UCeO T RE E' 的 标准 止 交 基 ;然而 由 8.0.2.6 和 G1) 可 知 
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(X se) ~ 3 «feo, 


因此 1 是 线性 的 。 
8.1.6 推论， 每 个 ” 维 欧 氏 向 是 空间 都 与 R* 等 距 ( 参 见 8.1.2.2)、， 
BAT 有 人 把 8.1.6 中 的 “与 Re 等 距 "就 说 成 "与 n AERE IA 
距 "; 妇 果 对 自己 所 用 的 术语 含义 注 楚 的 话 。 这 样 说 也 未 始 不 可 ， 
8.1.8 对 侦 

8.1.8.1 引 理 ， 设 是 欧 氏 向 量 空间 。E* 是 作为 实 向 量 空间 
的 对 偶 空间 , BMC DLE oai eni C) e E* 是 向 最 
空间 的 同 构 。 逆 喘 射 记 为 mdr Et 一 E 

我 们 知道 dimB 一 dimE* (例如 可 由 对 侦 基 的 概念 看 出 ); 出 
于 上 是 线性 的 ,只 须 禧 说明“ 的 核 症 零 。 然 而 , 若 对 每 一 有 

(x13) 一 0， 

则 特别 地 在 《x|x) 一 lz 也 一 0， 因而 * 一 0， 

8.1.8.2 引 再 8.1.8.1 使 我 们 可 以 赋予 B* 一 个 自然 的 欧 民宅 
间 结 梅 ,以 后 遇 有 需要 时 我 们 将 作出 这 一 结构 .由 2.4.8.1 RS 
可 以 导出 : 

8.18.3 XX. 命题， 对 已 的 子 集 4 令 

At —dx€Ei(|y) 一 0 Vye4) 

并 称 为 4 的 正 交集 。 VACE, 这 一 正 交 集 是 一 个 向 量子 空间 ， 荐 
(A) sk 4 生成 的 (向 量 ) 子 空间 , 就 有 4: 一 《4)+， 对 每 一 
子 空间 4, 我 们 有 直 和 ADA! 一 E; dim4 d- dim4* — dimE, 
4 4,38 4，B 是 两 个 子 空间 , 则 (4 十 B)+ 一 4I B, 
(40 B) ~ 4 十 B+、 如果 ACB+, 称 4， B 是 正 交 的 ,这 时 也 
dr B cans afe ALB. 

&184 记号 .如 果 E—VOW 是 直 和 ,而 县 网 ~ vf 
们 就 说 这 是 -个 正 交 和, 记 作 三 ~ VÓW, SE—Rl, N—iR 
子 空间 可 以 有 


A A n 
E-VOe9vV- 9v. 


8.1.8.5 在 三 维 的 特殊 情形 下 ，8.1.8.3 重 又 证 明了 用 公理 方 
法 建立 的 欧 氏 几何 的 结果 如 下 ; 过 定点 垂直 于 已 知 直 线 的 全 体 直 
线 的 集合 是 一 张 平面 ， 即 该 直线 的 垂直 平面 ， 如 果 考 虑 过 定点 分 
别 垂直 于 两 张 已 知 平面 的 两 条 直线 D.D., SABIDRODUEX 
的 平面 栓 是 直线 PP 的 垂直 平面 。 读者 想必 会 看 出 。 第 一 个 结 
果 就 有 很 大 的 实用 意义 : 有 了 它 , 附 图 中 的 门 就 可 以 开关 自如 , 没 
有 任何 理论 上 的 困难 . 对 这 一 结 寻 的 占 典 的 靖 述 , 见 [HD2] 


图 8.1.8.4, 


8.1.8.6 ”根据 引 理 8.1.8.1， 可 定义 一 个 自 同 态 f: ES 的 伴随 
“ 自 同 态 。 记 作 .实际 上 ，f:E>E” 少 导出 转 置 自 同 态 疡 :+> 
B+; 办 而 令 f um def'obi E o E JHET O6 1 RD PERA ES 
此 就 有 


(Ge)17) = CxlfO)) Vx.y € E, 


82 正 交 群 :初步 性 质 与 讨论 纲要 


$21 命题 记 0(E) 一 O(E: F)， 称 为 上 的 下 交合; 记 
O(z) — O(R?), 
feEO(E) 的 充 要 条 件 是 f 的 矩阵 4 在 和 任 一 或 某 一 标准 正 交 基 下 
满足 '44 一 1 (其 中 1。 表示 矩阵 的 转 置 , 工 表示 单位 矩阵 )， 特 
别 有 det 一 士 1; 记 OBE) 一 tiEOCE):det 1 — 1), 
O-(E) = {f€ O(E): det f  —1); 

O*E 的 元 素 称 为 旋转 。 还 有 : EOQE)e I 一 1ds (参见 
8.1.8.6), 

这 个 命题 可 由 下 述 引 理 推出 , 而 下 述 引 理 则 可 由 8.1.2.6 RU 
阵 乘积 的 定义 推出 
822 引 理 . (c 是 E 的 一 个 标准 正 交 基 , 4,8 是 两 个 方 阵 。 
阶 数 部 等 寺 E 的 维 数 ; 若 将 4,8 分 别 号 成 由 列 向 量 组 成 的 形式 

4 一 (ay sux) Bos). 


则 有 
AB = (xil y). 
8.2.3 注 
$23. 若 dimE — s, 则 由 8.1.6 可 知 OL(E) Fg On), 
因此 ， 对 正 交 群 的 线 竹 群 结构 的 研究 ， 只 须 对 0(x) 壕 行 讨论 即 
nf. 


823.0 f£8EO'(CE) 是 OCE) 的 正规 子 群 。 我 们 有 下 列 明 
显 的 乘法 法 则 : : 
O7(E)O (E)CO'(E), O7(E)O*(E)CO (E), 

8.23.3 O(E)CGL(E) (参见 27.1) 在 诱导 拓扑 下 是 紧 的 : 
事实 上 。 对 有 限 维 向 量 空间 E 的 任 一 基 , 若 AC) 表示 f 关于 该 基 
的 矩阵 ， 则 映射 fr> (trace. CA) AQ)". 就是 GLCE) 上 的 
一 个 欧 氏 结构 的 范 数 。 现 在 若是 欧 氏 向 量 空 间 而 基 是 标准 正 交 
的 ， 则 由 8.2.1，O(E) 中 所 有 的 元 素 在 上 述 意义 下 的 范 数 都 等 于 
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n—dimE; KI O(E) & GL(E) 中 的 有 界 集 ; 但 由 LT TRU 
条 件 可 知 它 又 是 闲 集 ， 因 而 就 是 紧 集 。 说 明 OCE) 是 有 界 集 的 另 
一 方法 是 : 对 于 己 的 欧 氏 范 数 ， 在 GL(E) 中 应用 线 生 映射 全 体 
所 成 空间 的 范 数 ( 非 也 氏 范 数 1): 于 是 由 0O{( 五 ) 的 定义 有 : 

对 je OC) fl = supt GO Tie € E B. inl — 11 — 1. 
&24 由 O(E)CGLUE) 是 紧 子 群 ， 可 有 下 述 有 用 的 逆 定 理 ; 
8.2.5 定理 。 设 £ 是 有 限 维 实 向 量 空间 。， 不 必 是 欧 民 的 ，G 是 
GLCE) 的 紧 子 群 ， 则 企 五 上 至 少 存在 一 个 欧 氏 结构 ?使 得 GC 
O(CE) ip OCE) 是 这 一 欧 氏 结构 的 工交 群 。 

8.2.5.1 要 给 出 一 个 最 简 塘 的 证 明 , 就 必须 用 到 紧 群 上 Haar 
测度 的 存在 性 的 往 念 (对 此 鲍 如 可 见 [DEA], 第 219 页 以 后 ); 设 
dg 是 G 上 的 Haar 测度 ， 是 五 上 的 任 一 歼 氏 结构 。 对 ge G, 定 
义 一 个 欧 氏 结构 g*p inr: 

(G*p)(x.y) — o(gG0,260) Vx,y €E; 

所 求 的 欧 氏 结构 取 为 g*p 关于 测度 dg ISETSRU RT RIT A 
$— n "dg, 

亦 即 对 任何 x,y: 

8 y) |. esf e Mg, 

容易 看 出 9 仍 是 E 上 欧 氏 结构, 而且 多 在 下 不 变 , 即 
g'é p VgeG. 

这 一 点 可 由 p EDÉTHNUE 在 G 中 平移 下 不 变 的 事实 得 证 ， 

然而 
人 一 YEG 

就 等 于 说 GCO(E), 其 中 O(E) 是 (E, 9) 的 正 交 群 . 

8.2.5.2 第 二 种 汪 明 愉 2.7.5.7 出 发 ， 仅 用 证 少 限 维 实 向 景 空 
闻 中 Lebesgue 测度 的 理论 。 我 们 在 * 维 实 向 量 空间 £ 上 的 二 次 
型 所 构成 的 实 向 量 空间 P93(E) (这 时 P92(E) 就 是 n(n 十 D/2 
维 的 ) 中 进行 讨论 。 在 GUP(E) 中 ,正定 二 次 型 所 成 的 子 集 QUE) 
Jk —^ ERU o5 E, FL TE A0 8.2.5.1 中 那样 由 a*y 定义 的 6 的 年 用 下 


稳定 。 从 9(E) 中 任 - 一 中 出 发 ,9 在 G 的 作用 下 的 轨道 

K —(ro:ise ci 
是 .8 E) 的 紧 子 集 。 且 天 CO(BE)， 因 此 中 心 cent( 玉 ) 在 Q(E) 
中 , 布 月 由 2.7.5.7 可 知 它 在 6 的 作用 下 不 变 ， 


QU) 


网 8.2.5.2, 


8.25.3. 我 们 在 11.8.10.8 中 还 会 看 到 8.2.5 的 第 三 种 几何 方 
法 的 证 明 , 它 从 凸 福 出 发 ,并 不 用 到 测度 理论 ， 
8.26 注 ， 在 G 下 不 变 的 欧 氏 结构 一 般 来 说 并 非 唯 一 的 ， 试 状 虚 
G 缩 成 E 的 恒 等 变 换 的 情形 ! 可 是 存在 一 个 很 好 的 准则 : C 容 有 
一 个 唯一 的 (在 不 计 相差 ~ 个 沼 数 倍数 的 情况 下 !) 不 变 歼 氏 结构 
的 充 要 条 件 是 G 在 GLCE) 中 不 可 约 ， 即 不 容 有 除 {0} 和 E 以 
外 的 任何 对 每 一 g € C 稳定 的 子 空间 ， 见 8.12.1， H 

关于 8.2.5 的 最 新 应 用 , 除 8.1.2.1 外 ， 还 可 参阅 例如 [PA] 或 
[TG] 第 八 章 。 


车 G 是 有 限 群 ,G 一 {8;:i 1), 只 要 到 e— 如 gp 即 可 ! 


8.2.7 dH (HE dimE 2 2.) RÉO'(E) JE E 的 单位 球面 
SCE) = {re E:lzl|=1} 
上 可 迁 , 在 E 的 所 有 的 Grassmann 流 形 Gao(O « p & dimE) 


2» 


(参见 1.2.5) 上 也 可 迁 。 群 O(E) 在 瑟 的 标准 正 交 基 的 集合 上 是 
单 可 迁 的 ; 群 01(F) 在 同 伦 标 准 正 交 基 的 集合 上 是 单 可 迁 的 ( 参 
网 2.2.2.7). 
828 根据 8.2.4， 可 将 = 维 的 标准 球面 ， 璧 如 说 9" 一 S(R"?), 
写成 齐 性 空间 (参见 1.5.5) 
S" = O(n -- 1)/0(2), 

其 中 Ofz) 是 作为 O(n 十 1) 中 由 保持 向 量 (0,.…' ,0,1)€ R"* 
不 动 的 f 所 构成 的 子 群 而 自然 地 伐 人 O(n + 1) 的 ， 同样， 对 
Grassmann 流 形 有 

Go,e =— O(n)/(0(p) X O(n — p), 
其 中 0(p) Xx 0O(w — p) 是 子 群 0(p) 和 O(n — p) 的 直 积 ， 
OQ) 由 保持 R^ 的 典范 基 中 的 = 一 ?个 向 量 nuu. c en 不 动 
的 fe O(n) 所 构成 (Os 一 ) ense, 有 类 似 情形 ). 
3.2.9 命题 . 设 一 SBT 是 直 和 分 解 ，o 是 关于 5 平行 于 了 的 
对 称 { 参 见 6.4.6), 则 o€ 0(E) 的 充 要 条 件 是 E m 587 (HL T— 
$2); 这 时 把 o 记 作 gs， 这 样 的 o 称 为 欧 氏 空间 E 的 ( 正 交 ) 对 称 ， 
若 dims+ 一 1， 则 称 为 超 平面 对 称 若 dimS* 一 2， 则 称 为 中 心 
对 称 。 我 们 有 o. € O* (E), dimS^ 是 偶数 时 取 十 。dimS! 是 奇数 
时 取 一 。 每 个 对 称 都 是 对 合 ,反之 ,每 个 使 二 1ds 的 fe O(E) 都 
是 对 称 . 


图 8.2.9, 


£110 XU HJERDERM cu 的 具体 表达 式 是 很 有 用 的 ; 着 x 
是 下 【其 维 数 为 1) 的 一 个 非 零 向 量 , 划 


—3,Ql2 
té 


8.2.11 若 *,y EE 且 xl —vl. WEEZERESEII H Bi ouo my: 
若 z 关 y，x 夫 0， 则 如 是 唯一 的 ， 事 实 上 , 若 * 一 7， 则 任 一 含有 
* 的 超 平面 都 满足 要 求 ， 否则 五 必 为 Ho—( 一 *)*， 仍 满足 要 
求 。 注 意 到 五 就 是 x 和 > 的 垂直 平分 超 平面 , 则 

H eds € Eid(z,z) — dly,s)}, 


euQ) — y 


参见 9.7.5. 
8.212 定理， 每 一 fe O(E) 是 至 多 n 一 dimE 个 超 平 面 对 称 
HOSem. on 

事实 上 ,只 须 应 用 8.2.11 并 作 递 推 ;最 后 归结 到 了 而 且 

fü) — x (x0, 

但 这 时 保持 x^ — S 不 动 , 而 5 的 维 数 严格 小 于 EE 的 维 数 ， 
8.2.13 推论 ， 若 dimE — 1, NJ 0O(E) 一 ldeU( 一 Ido). € 
dimE 一 2， 则 每 一 了 e O (E) 是 超 平面 对 称 , 即 关 于 一 条 直线 的 
对 称 ,每 一 fe O*CE) 是 两 个 关于 直线 的 对 称 的 乘积 ， 

尽管 8.2.12 的 证 明 很 简单 ,我 们 还 是 把 它 称 作 定 理 , 原 因 是 它 
有 很 基本 的 应 用 。 当 泄 欧 氏 结构 代 之 以 在 任意 域 上 有 限 维 向 量 空 


Bi 8.2.13, 


ll» 


和 间 中 的 一 全 非 退化 ( 除 此 以 外 毫 无 要 求 ) 的 二 次 型 时 ,8.2.12 09: 
立 , 但 证 明 权 困难 得 多 :这 个 证 明 将 是 第 十 三 章 的 一 个 主要 内 容 . 
8.2.14 以 后 有 关 OCE) 的 讨论 的 纲要 

OCE) 中 一 个 元 素 的 结构 : 讨论 FeoCE) (相应 地 , O*CE)) 
所 能 分 解 成 的 超 平面 对 称 〈 相 应 地 ， 中 心 对 称 ) 的 最 小 个 数 《 见 
8.4.5。8.4.6); 我 们 将 把 一 个 fe OCE) 分 解 成 一 维 或 二 维 子 空 间 
的 等 虐 的 乘积 ( 见 8.2.15) ,由 此 还 可 引出 对 0(2) 的 次 人 讨论 (四 
为 0(1) 是 平凡 的 , 见 9.2.13) ,重要 的 结论 是 O C2) 为 交换 群 。 

整个 OCE) 群 的 结构 : 除 O* Q2) 是 交换 群 以 及 有 关 0(E) 或 
O*(E) 的 中 心 的 很 简单 的 讨论 外 ,还 将 证 明 对 * = 3 NIn2 5, 
O'(n) 都 是 单 群 : 见 85。0(4) 不 是 单 群 ， 这 一 例外 的 情形 将 在 
8.9.10 中 借助 于 四 元 数 进行 讨论 。 借助 如 元 数 还 能 对 OG) 和 
O(4) 进行 细致 的 讨论 ， 

OCE) 的 拓扑 与 代数 拓扑 : 在 8.4.3 中 可 以 看 到 O*CE) RES 
连通 的 ， 因 而 O*(E) 和 0-(E) 是 0(E) 的 两 个 连通 分 支 ， 接 下 
去 , 在 8.10.3 中 可 以 看 到 基本 群 m(0(4)) 在 = 一 2 时 是 乙 , 而 在 

2I3Ó 时 是 Z,。 我 们 在 这 里 得 到 了 数学 中 两 个 很 重要 的 结果 
m(0(2)) — Z 是 单 复 变量 通 数论 和 平面 阳线 的 几何 理论 的 一 块 
基石 ; fünz 38 m(G)) 一 也: 则 是 数学 中 一 些 出 人 意料 的 发 
展 的 源泉 。 凡 此 种 种 均 见 8.10.3, 

8.215 35g, 设 1e 0(E)， 则 存在 正 交 直 和 


n" 
E-—QGQP, 


dE VIE KP)SP.HB Vids dimP, —13 2, 

根据 7.4.3, 存在 一 维 或 二 维 向 量子 空间 PCE 使 OD) B. 
由 于 保持 内 积 , 就 有 IU) 一 Pi; 但 dimpy < dim， 递 扒 即 得 
所 需 结论 ， 不 用 到 复 化 , 亦 即 只 在 实 的 范围 中 进行 的 订 明 ,可 参看 
8.12.? 和 8.12.3, 

上 述 引 理 说 明 ,要 研究 fe OCE) , 只 要 研究 dimE — 1 或 2 时 
的 O(E) 就 可 以 了 ; dim — 1 42 82.13 的 情形 , dimE — 2 的 
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情形 将 在 下 一 齐 中 讨论 . 
8.216 O(E) 和 O*(E) 的 中 心 ，dimE 一 2 的 情形 放 在 下 节 讨 
论 ,现在 假设 dimE 2 3 而 且 

fe o(cE)6 fg gf Veeo* (E). 
对 8 特异 地 取 中 心 对 称 ov, 其 中 是 余 维 数 为 2 的 互 的 子 空 站 
(参见 8.29); 我 们 有 ov — g € O*CE) 和 glx) 一 * Vx € V, [Rn 
KV) 一 上。 这 个 结论 对 工 述 的 任 一 都 正确 , 因而 对 任 一 向 量 直 
S DU ICD) — D, Ei ICBUAD 了 是 一 个 位 似 : f=41ds (参见 4.5.3). 
但 由 jeEO(E) fi à — x1, 从 而 f 一 土 [ds, 注意 到 了 的 行列 式 的 
符号 ,就 可 得 下 述 命题 : 
8.213. 命题 ，O(E) 的 中 心 是 IdsU (一 14s)， O* CE) 的 中 心 , 当 
互 为 奇数 维 时 是 {1ds}, 当 互 为 侦 数 维 时 是 IdeU( 一 Iam)。 


8.3 dimE -2 时 OCE) 的 结构 


本 节 中 万 是 欧 氏 向 澡 半 而 : 仅 当 特 别 指明 时 EE 才 是 定向 的 ，， 


$31 引 理 ， 对 于 中 一 个 给 定 的 标准 正 交 基 以 及 1 € GL(E) 在 
n PES 
"m 


a 
feo (E)e»M() = G 
G) 


P 
feo(E)es M(f) — " 


77a 4 cL )6-—l1l; 
^j Hob -L 
a 
此 外 ,对 给 定 的 f, 实数 30 1o] 与 这 个 基 的 选取 无 英 。 
设 完 一 {en ec 是 基 ， 


up-(, 7) 


BB Ke) o (o, 8), fC) — G6. 2). IRISQOR, Ke € (C005 


13.， 


8 小 
e. 
{ey 


图 8.5.1, 


但 dim(f(e) 1 m (—5, D€((,. 内 此 Ke 
C—&^, ka), &k € R; 但 由 (cw) 和 二 HC] m 1 可 推 得 
grpÓ-—l1BA kc. 

至 于 数量 a, 它 与 基 的 选取 无 关 。 因为 tracef — 20; 6 15] 也 与 

基 的 选取 无 区 则 因为 刀 一 1 — v. 

8.3.2 ” 注 ， 上 面 的 证 明 表 明 。 给 定 范 数 为 1 的 “ 和 «后 ,存在 唯 

一 的 je O*(E) fk f() 一 #。 因 为 Kes) 在 (Co) 上 只 有 两 个 

相对 的 可 选 的 信 。 因 而 一 个 值 决定 了 O*(E) 中 的 一 个 f， 而 另 一 

个 信 决 定 了 O-CE) 中 的 一 个 f。 这 种 单 可 迁 性 也 可 由 1.4.4.1 得 

ü. 

833 定理， 集合 OT (E) 是 关于 互 中 直线 的 对 称 全 体 的 集合 . 群 

O*(E) 是 交换 群 并 且 在 圆 S(E) 一 {ze Eie] — 1) 上 单 可 迁 . 
第 一 个 结论 可 由 8.2.13 推出 ; 单 可 迁 性 可 由 8.3.2 推出 。 可 交 

换 性 则 可 由 下 列 计算 推出 

8.3.4 


a —bwv (a4 一 下 ea' — bb —(al + ab) 

G .) " 中 一 C cab — av bb » 
83.5 ”推论 ， 若 E 记 定向 ，、 则 6 不 依赖 于 所 取 正 向 标准 正 交 基 的 
选取 ， 若 f E O01(F),。g 《07(E), 则 j — gi". 任 一 1 E01+(E) 
是 两 个 关于 直线 的 对 称 的 乘积 ， 其 中 第 一 次 所 用 的 直线 可 以 任意 

+ 14+ 


选取 。 - 
设 48,58 是 两 个 正 向 标准 正 交 基 , fe O* CE), EGRE M SUD 
RM) 是 相似 的 : Me) 一 (MG) MGOMO, X 
中 上 由 AE —34(4) 所 定义 . 但 由 于 OO (E) 是 交换 群 ， 即 得 
£€O(E) R Me) — Ma(D. 车 16EOTE)， ge O (E), 就 有 
Íjge 0 (E) (参看 8.2.3.2)， 因 此 (参看 8.3.3) fg 是 一 个 对 称 ， 
从 而 就 是 对 合 : defe des 然而 g€ 0 (E) 也 是 对 合 。 最 后 
若 f&E 0+(E), 8g 蚌 0-(E) 中 任 一 对 称 ， 则 总 可 将 f 写成 ”三 
《je)g， 
8.3.6 命题. difi— a 定义 的 映射 O01(E)  R 称 为 余弦。 记 俐 
cos, 其 中 是 8.3.1 中 的 数量 . 若 平面 还 是 定向 的 , 则 将 由 四 ->4 
定义 的 映射 0*(E) -> R 称 为 正 驴 并 记 作 sin, 其 中 5 是 8.3.5 中 
的 数量 。 对 于 定向 的 E, 映射 
6:0*(E) 3 fI— cos] + isinfe C 

是 从 O*(E) SUE ! 的 复数 全 体 所 成 的 群 U 上 的 同 构 ， 而 且 当 
O*(E)CGL(E) 和 UCC 都 取 诱 导 拓扑 时 ,这 个 映射 @ 是 同 胚 ， 

很 据 8.3.4， 这 个 映射 是 同 态 ; 由 于 8.3.1 中 4 十 如 一 1, 它 
是 注射， 单 射 划 是 显然 的 。 最 后 ,由 于 gm OC), 
可 知 它 是 同 胚 ， 
8.3.7 复习 ， 出 复 指数 函数 

: sr DT 


4 nl 


派生 的 映射 4:R 3zF-> eC 是 从 加 法 群 及 到 交换 群 UU 上 的 
同 态 。 此 外 : 仿 4-(1) 形 如 EZ, Pob Eo 0, Bua e/2 为 x, 以 
使 4-(1) 一 oZ. ILU 同 胚 于 商 拓扑 空间 及 /2*Z。 最后。 也 分 
别 将 由 eos; — ei 的 实 部 , sin re 的 虐 部 所 定义 的 从 R 到 及 中 
的 两 个 哑 射 称 为 余 统 和 正 纺 。 

及 


la 
Q*(E)—U 
9 


315， 


8.3.8 8.3.7 能 证 明 , 可 参阅 [FL], 第 181—183 页 或 [CH2 1, 第 
30 页 等 。 

根据 8.3.7, 还 可 由 R 的 统 连 通 性 推出 U 而 任何 欧 氏 
平面 £ 上 的 贺 S(E) 一 一 是 浙 连 通 的 。 也 可 参 君 8.12.4, 


“1 0 2m 4m én 
R 


图 8.5.8. 


$3.9 定义 . WEfCEO' (E), E DUET), 任 一 元 素 8E4- (G0) 
称 为 了 的 一 个 测度 (参见 8.3.6)};， 所 有 其 它 测度 都 形 如 9 十 24r， 
&eZ. 


$..10. 若是 了 的 一 个 测度 , 则 在 任何 正 向 标准 正 交 基 下 的 矩 


8 一 sin 
隆 为 ( 外 其 中 用 到 了 余弦 和 正弦 英 射 R — R. 


8.3.11 附注。 限制 承 数 cos :10,x] — [—1,1] 是 双 射 3 其 送 双 对 
记 为 Arccos。 限 制 函数 sin :[0,z] 一 [0,1] 不 是 双 射 。 应 限制 发 
[05/2] 一 [0,1] 才 是 双 射 ; 这 时 ,其 逆 双 射 记 为 Arcsin. 

8.3.12 ”问题 与 答案 ， 我 们 常 将 R: 与 C 等 同 ; 但 因 受 8.3.6 启发 ， 
我 们 很 希望 能 将 定向 欧 氏 平面 五 以 内 在 的 方式 与 C 等 同 .这 并 不 
是 当然 可 行 的 .但 有 一 点 可 以 做 到 , 那 就 是 仅仅 利用 互 的 欧 氏 结 构 
和 定向 来 在 上 给 出 一 种 复 直线 的 结构 。 事 实 上 , 令 9 0+(E) 
起 中 的 旋转 , 它 的 一 个 测 灾 为 */2, TE E XE SUR FL E HO 

(A o7 iuyr cm Ax d nO). 
由 于 人 一 一 dE 而 且 Ó€GL(E), AETE EROR E BS 
* lé 


sinb cos. 


图 8.3.11. 

向 量 加 法 下 确 是 一 个 复句 量 空间 。 在 8.7.3.5 中 还 会 以 另外 的 方 
式 (不 用 测度 ) 出 现 9， 注意 到 O*CE) 的 元 素 可 以 等 局 于 la| 一 1 
SERO AR PE B AE I xz, 而 ( 实 ) 位 似 可 以 等 局 于 56 R* 时 的 x 上 > 
ba. . 
$3.33 附注 ， 我 们 会 发 现 ， 通 过 复 指数 来 " 量 ” 角 是 代价 很 大 的 , 
实际 上 这 里 有 一 个 很 根本 的 困难 ， 因 此 不 存在 任何 方便 的 处 理 方 
法 ;要 弄 清 这 一 点 ， 读 者 可 参阅 [FL1 第 178 一 186 页 [DE21 第 
161—164 ji, [Bl 1) 第 V 章 82 和 第 YIII 章 82, 

不 难 证 明 所 有 的 连续 满 射 同 态 RU 必 有 r0 AQ). 
XE R* 的 形式 : 参看 [FL], 第 184 页。 


84 O(E) 中 一 个 元 夫 的 结构 。O(EE) 
和 0O*(E) 的 生成 元 


8.4.1 dd, IE IC 0(E); 存在 EB 的 一 个 正 交 基 使 了 的 矩阵 在 这 


eae 


个 基 下 形 如 


Le 
1 —Hh 
4 0 
| 0 E 
其 中 心 和 1 分 别 是 2 阶 和 9? 阶 的 单位 和 矩阵， 
cosg 一 singb: lus 
AT (o o) 而 geRNzZ Vi md. 


8.4.2. 上述 结果 可 由 8.2.15 和 8.3.10 推出 。 这 样 的 结构 不 是 唯一 
的 ,不 仅 9. 可 相差 2* 乙 , 而 且 记 其 当 某 些 4 的 角 相 等 时 ， 革 就 不 
是 唯一 的 :说 明 可 参阅 18.8. 反 之 , 7, 和 一 14 这 两 部 分 是 唯一 的 ， 
其 中 整数 p，4 以 及 基 中 与 之 相应 的 部 分 都 是 唯一 确定 的 : 实际 
上 它们 就 对 应 于 f 关于 特征 值 1 和 一 1 的 特征 子 空间 Ker(Ids 一 
D KerIHd 二 站 ,特别 是 z,49，? S EE - 
843 推论 ， 群 0(E) 有 两 个 连通 分 支 ; O'COR OO (E). E 
们 而 且 还 是 弧 连 通 的 。 对 任 一 有 限 续 实 向 旺 空 间 E REGLCE) 
有 两 个 连通 分 支 : GL*(E), GL'(E), 它们 也 部 是 弧 连 通 的 。 

为 了 证 明 后 半 部 分 ， 我 们 任意 赋予 一 个 欧 氏 结构 ; 由 8.1.4 
可 知 ， 只 须 证 明 O'CE) 强 连 通 即 可 《参见 2.7.2.9)。 于 是 ， 设 
fe O* CE) 并 应 用 8.4.13 在 前 述 记号 下 ,注意 到 deu 一 【时 4 是 偶 
数 ; D+(B) 中 一 条 从 了 到 Ld, 的 连续 道路 就 可 以 通过 下 述 和 矩阵 来 
对 1E [0,1] 定义: 


1, 
BiG) 


EO 
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cosst — — sinet 
BO 一 BO 一 人 ). 
sinat GOS xt 
cosiÜ; —siniBA 
4(Q - (7 ) 6-12. 
sin £8; cos rÓ; 


还 可 以 对 O^CE) 的 弧 连 通 性 给 出 一 个 更 初等 的 证 明 ， 既 不 用 到 
8.4.-1， 也 不 用 到 角 的 测度 ( 复 指数 函数 ，8.3.7)。 做 法 仍 是 在 两 个 
与 的 定向 相同 的 标准 正 交 基 48 CRI GB! 之 间 找 出 一 条 连续 道路 
X. — (6) 8' — (6; 我 们 通过 连续 的 方式 归结 为 “一 
ei, 然后 考虑 正 交 补 ed, 即 可 由 归纳 法 证 得 结论 。 假 定 =“ 关 a 而 
P 是 :和气 张 成 的 平面 ;由 于 圆周 SCP) 是 弧 连 通 的 (参看 8.3.8， 
尤其 是 8.12.4), 从 e. 到 «i 的 一 条 连续 道路 ?很 容易 扩充 成 从 8 
到 络 ” 的 一 条 连续 道 咯 ,这 里 用” 的 第 一 个 向 量 是 ee 


图 8.4.3. 


844 现在 我 们 来 说 明 , 定 理 8.2.12 中 fe OCE) 所 分 解 出 的 超 平 
面 对 称 最 少 是 多 少 . 然后 ， 跟 8.2.12 表明 0(E) 由 超 平面 对 称 生 
成 相仿 ,我 们 证 明 O* CE) 由 中 心 对 称 生成 并 讨论 至 少 需 由 多 少 个 
中 心 对 称 才能 生成 ( 当 dim 2» 3 BE), 

8.4.5 命题 , 设 1€ 0(E) 尼 


EC 


sm dimE — dim (Ker(f — 1dg)); 
则 了 可 以 写成 。 个 超 平面 对 称 的 乘积 。 但 不 可 能 写成 个 数 < * 的 
TOW. 若是 * 个 超 平面 虹 称 的 乘积 。 则 这 些 超 平面 的 交 就 是 
Ker(f — Ids). 

着 1 一 oem， 则 ELO Hc Ker 一 Idz)， 从 而 
之 5; 若 二 s, 则 有 本 站 … 人 由, 一 Ker(j 一 1ds)， 设 je 0(E)， 
应 用 8.4.1 可 得 出 所 需 的 生成 的。 个 超 平面 对 称 如 下 : ”对 每 个 
基 向 量 se Ker(f 十 Ide)。 取 超 平面 对 称 d 守 于 平面 P， 的 一 
个 相伴 矩阵 4;. 我 们 将 所 考 匣 的 P, 的 旋转 分 解 为 (参看 8.2.13) 
两 个 关于 P; 上 直线 的 对 称 它们 可 通过 便 等 峡 射 眶 人 P7, HOUR 
平面 对 称 . 

8.4.6 命题 , 设 f€ 0+(E), dimB 23H 


s= dimE — dim(Ker(f 一 Ide))。 
则 了 是 * 个 中 心 对 称 的 乘积 。 
当 dim E 一 2 时 ,这 个 结论 不 成 立 ,因为 这 时 E 的 唯一 的 中 心 
对 称 是 一 lds。 它 根本 不 可 能 生成 O* (E). 下 文中 不 再 用 到 9.4.6 
QR 8.5.3.1 外 )。 所 以 我 们 将 其 证 明 留 给 读者 作为 可 题 《参看 
LFL], 第 193 B). 4H dimE 一 3 的 情形 则 可 立即 由 44.7.1 和 
$2.13 得 出 。 


图 3.4.6。 


(me j 


847 fj 
8.4.7.1 3 维 时 的 O-( 巨 ). 根据 8.4.1, 每 个 f€ Or(B)Nids 
有 唯一 的 一 条 向 最 直线 DD 与 之 相伴 , 称 该 直线 为 D 铀 ; 称 二 为 关于 
也 轴 的 旋转 ， 实 际 上 ，fip € 01(D+) 而 D+ 是 一 个 平面 。 于 是 
这 个 于 还 有 一 个 [0, x] 之 冰 的 第 与 之 相位 (参看 8.6); 若 这 个 角 
是 ** 就 是 中 心 对 称 co。 为 了 具体 计算 这 个 角 8。 只 须 注 意 到 由 
TORAJ. + 的 迹 是 1 十 2cos8; 然而 这 个 迹 又 是 与 基 的 选取 无 关 
的 。 因 而 ,对 于 任 一 标准 正 交 基 , 和 矩阵 
0 9 1 1 
1 0 0 
0 1 of 
总 表示 一 个 旋转 ,其 角 为 2x/3 而 其 轴 由 向 量 C, 1 ,1) 所 生成 : 注 
意 到 这 个 旋转 是 3 阶 的 ,在 1.8.3.1 中 我 们 实际 上 已 用 到 je O+(E) 
的 加 的 唯一 性 ， ! 
842.2 3 维 时 的 O (E). 根据 3.4.1， 我 们 看 到 每 个 fe 
O'(E) 都 由 超 平 面 对 称 ca GEH. dimH —2) 加 上 一 个 以 直线 
D 一 H^ 为 轴 的 旋转 所 合成 . 


图 8.5.7.2. 图 8.4.7.5. 


8.4.7.3 dimE — 4 的 情形 。 我 们 君 到 ， 珍 0+(2) 的 情形 
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《这 时 fe OCE) 可 以 不 容 有 任何 特征 向 量 )， 基本 的 情形 按 8.4.1 
Ri EE 


cosÜ,  — sin, 0 0 
sin 8, cos, 0 0 
M(- ' ' 、，| 且 99 zx2Z. 
0 0 cosÜ, 一 sn 有 
D] 0 sin 6, cos, 


两 种 比较 极端 的 情形 最 有 意思 ; 其 一 是 0, 一 的 情形 ,这 就 
是 在 1.2.9 和 4.3.6.2 中 已 遇 到 过 的 例子 ， 第 18.8 节 将 专门 对 此 进 
fine. 

另 一 种 情形 是 9。6, 按 古 希腊 人 的 说 靶 “ 不 可 公 度 ”的 情形 ， 
即 &/8. & Q, 这 里 QQ 是 有 理 数 域 。 这 时 me E\0 在 由 上 了 生成 的 
群 6 一 {fr:n& 2Z} 的 作用 下 的 轨道 是 很 信 得 考 察 的 ， 它 的 闭 包 是 
才 的 微分 子 流 形 且 微分 同 胚 于 一 个 环 面 ; 这 一 点 在 18.9 中 还 会 提 
起 。 图 8 4.7.4 表示 的 并 非 1 的 轨道 , 而 是 下 述 矩 阵 的 旋转 所 成 的 
群 的 轨道 : 


cos;Ü, — sin 8, 0 0 
siniÓ, — costÜ, — 0 0 
0 0 costÜ, — sin iO, 
0 0 sin 10, cos tO, 


其 中 : 取 遍 有 (9 ,6; 固定 且 0,/0,& Q).. SHE SEHJ JE. B8 84.7.4 仅 
仅 表 示 轨 道 及 其 闭 包 的 拓扑 型 ， 而 根本 没有 表示 在 四 维 空间 E 中 
的 这 一 轨道 (这 道理 是 显然 的 ). 


图 8.4.4. 
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8.5 O(E) 的 单 性 


这 里 提供 一 个 典型 的 "几何 代数 ”的 例子 ， 即 通过 蕊 何 证 明 来 
获得 纯 代 数 的 性 质 ; 我 们 在 1.6.7.2 已 磁 到 过 这 种 情况 , 而 整个 第 
IP 章 都 将 进行 这 样 的 讨论 。 本 书 的 基本 精神 是 尽量 利用 代数 的 
工具 来 研究 几何 ,特别 是 有 形 可 循 的 几何 问题 ,上 述 的 讨论 仅仅 是 
一 种 很 短暂 的 逆向 的 撒 曲 。 

8.5.1 3ETB. 群 0+(3) 是 单 群 , 即 它 不 容 有 任何 非 平 凡 的 正规 子 
群 ( 非 平凡 指 既 非 单位 元 素 亦 非 整 个 群 ). 

仅 须 证 明 每 一 正规 子 群 G 六 1d, GCO* (3) 至 少 含 有 一 个 中 
心 对 称 ; 因 车 8 是 关于 直线 也 的 中 心 对 称 而 1€ 0* (0), RU fel 是 
关于 和 DD) 的 中 心 对 称 并 仍 属于 G。 然而 01(3) 是 在 R* 的 直线 
上 可 迁 的 (参见 8.2.7)， 因 此 G 包 售 所 有 的 中 心 对 称 。 从 而 根据 
8.4.6 它 与 0+(3) 相同 。 


图 8.5.1. 

任 取 1€ Gz*1dz; 则 f 是 (参看 9.4.7.) — DAR, Gr € RNO) 
为 轴 \ 以 9e 10,21 为 角 的 旋转 (车 8 一 *,f 是 中 心 对 称 )。 由 于 天 
€G,n€ N, 必 存 在 # 使 9€ [n/2, naL; 所 以 不 妨 假 定 6€ 1«2, 
二 。 于 是 存在 一 直线 .了 D, 使 D 和 1D) 这 两 条 直线 是 正 交 的 ;为 了 
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说 明 这 一 点 ， 可 取 R 的 坐标 轴 (Ra, Ry, Rz], Hab Re 是 的 
fü. Ry 是 任 一 与 Rx 正 交 的 轴 ，Rz 一 及 i(y)。 当 直线 刀 在 平 
面 Rx + R, 上 从 Ry 变 到 Rx 和 时, DARURD)BUXmA Om /2 
变 到 0; 从 而 在 中 间 肥 到 /2 的 值 。 令 8 一 ov 即 关于 的 中 心 对 
[x 
h—gg'f'eG; 
& EE KD) 上 的 作用 是 : 
KD) 3m 08) EP) mie -m EG, 


JR & ls m — Idi, 因此 不 必 为 (关于 一 条 与 人 DD) 正 交 的 直线 
的 ) 一 个 中 心 对 称 (参看 8.4.7.1). 
&5.2 Wk. 上 述 代 数 结论 的 证 明 中 , 毕 况 用 到 了 实数 理论 ,特别 
是 阿 基 米 德 公理 来 找 出 使 20 2 </2， 对 此 读者 也 许 会 感到 不 
无 遗 钴 ， 其 实 , 这 是 非 用 不 可 的 ,读者 可 以 在 [AN] 第 179 页 以 后 
看 到 一 个 正 交 群 的 例子 。 这 个 群 作用 在 一 个 县 有 非 阿 基 米 德 域 上 
的 正定 二 次 形式 的 3 维 空间 里 ,而 它 不 是 单 群 . 
8.5.3 定理 。 4 守 5 时 , 群 01(w) 关于 其 中 心 (参看 82.17) 的 商 
BRE RE 

£5.31 设 G 是 0+(w) 的 正规 子 群 , Fe O CN 中 心 。 我 们 
BS ELS FÉ Bo P f Fe — E B e'áldy Bi ge G, 其 中 dimV = 
# 一 3， 这 一 写法 意味 着 有 正 交 直 和 分 解 R*" 一 Vy!+,g'€ O* (V2) 
而 8 则 由 V+ 上 的 g 与 F 上 的 恒 等 变换 合成 而 得 ， 事 实 上 ，8.5.1 
的 证 明 中 提供 了 V^ 中 的 一 个 中 心 对 称 、 它 与 上 的 恒 等 变 换 合 
成 后 即 为 当 ” 中 的 一 个 中 心 对 称 并 在 G 中， 由 此 据 8.4.5 即 可 得 
G = O*(o). 

8.5.3.2 ”存在 一 个 平面 P 使 I(P) 关 P, 如 若 不 然 , R" 的 所 有 
直线 都 在 了 下 不 变 , 从 而 了 属于 01(E) 的 中 心 ， 参 看 8:2.16。 设 
S 是 由 P 和 忒 P) 生成 的 子 空间 : S — PK) d Tem54H 
5+ 10}， 考 虑 关于 于 的 中 心 对 称 : hm epi. 太一 AT 
即 c cecus. 特别 就 有 《s+ 二 ids 及 六 EG\ 中 心 。 罗 定 
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zt SIN0 5j y, 使 
2c) sh y. 

对 每 一 we R'NO, 38, 一 ax+ 为 关于 超 平面 tL 的 超 平面 对 称 , 由 
依次 有 : miuus € O+(#)， 

g — KC" € GAN 中 心 
和 gy tsty m RÀ au, m 0 m ub, 
(R28 iR 一 to 一 二 所 以 得 m nA). Cg mius 正好 就 是 
形 如 g 一 g'O dy 的 ,其 中 dimV+ — 3( 其 实现 在 了 +CS). 


图 8.5.3.2. 


853.3 0(4) 情形 如 何 呢 ? 答案 将 车 8.9.10 中 给 出 。 关于 
“典型 群 " 的 单 性 ， 基 本 的 参考 文献 是 1DE11]; 也 可 参看 13.6.8 和 
13.7.14. 


8.6 ”直线 或 半 直 线 的 交角 


ESXIEUTEIE 
这 里 讨论 的 是 无 向 角 ， 这 是 相对 于 欧 氏 平面 中 直线 或 半 直 线 
的 定向 角 而 言 的 概念 ， 后 者 将 在 下 节 中 讨论 ， 本 节 中 的 (无 向 ) 角 
可 以 位 于 任意 维 的 陈 氏 空间 之 中 , 其 中 包括 平面 的 情况 。 另外 ,在 
这 一 章 中 仅 涉及 向 量 直线 的 讨论 ， 仿 射 直 线 的 情形 要 放 在 下 一 章 
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再 讨论 (参看 9.2.1)， 

&6.1 半 让 线 ,定向 直线 ， 设 王 是 任 一 实 向 重 空间 ; 了 的 半 直 线 就 
是 下 中 形 如 Rfz，ze E\0， 的 于 集 ,它们 的 全 体 记 作 DICE), E 
中 向 重 直线 的 全 体 , 亦 即 Grassmann 流 形 Gzus 现在 记 作 (E): 
我 们 有 一 个 映射 p: 乡 {E) 一 乡 (E)， 它 的 每 一 逆 像 都 含有 两 个 
元 素 。 

确切 地 说 , 若 Ae 嘱 (E)， 则 共 反 铅 半 直线 一 人 使 得 
f(—A)— g(A)-—Rx VX€A, 


图 8.6.1. 


USIOER. CE) 就 是 射影 空间 P(E) (参看 4.1.3.4); 至 
T d), 如 果 E 是 欧 氏 空间 的 话 ,也 可 有 一 个 很 方便 的 解释 , 因 


为 x 7d gp eET- 个 双 射 CE) 一 SCE), 其 中 SCE) EE 8 


单位 球面 。 即 使 在 一 般 人 情形 下 ,在 CE) 和 带 有 定向 的 5 中 的 向 
重 直线 全 体 所 成 的 集合 之 间 总 存在 着 等 价 关系 。 

&62 下 述 定 义 的 根据 ,一 是 角 的 测度 (参看 8.3.7。8.3.11)， 另 一 
是 8.5.6。 

8.6.3 yEX. 设 互 是 欧 氏 向 重 空间 ， 

A,A € &(E), D,D'e (E), 


RI 
n 


G) 数量 Dre 只 与 D,D' 有 关 , 而 与 +E PN0 a € DNO 
无 关 ， DD 和 D’ 的 (无 向 } defi, infe DD' 或 D,D', br 
义 的 [0,2./2] 中 的 实数 (参见 8.3.11) 


BE esce (I1 X wep 
DD' — Asc co Cer) € D, x € D'N, 


Gi) Is À ABA, A' 有 关 ， 而 与 *€ AND, z'€ ANO 


无 关 ，A 和 A 的 (无 向 ) 交 角 ， 记 作 AA 或 A, 人 ， 如 下 定义 为 
0,2] 中 的 实数 


AAT f(x] ^ 
一 Arc cos | 
A^ aee 


&64 换 一 种 说 法 : 
5p»- lila) TAR 《zz 
s( DD') 一 E , 
COD m lien 70 T use 


根据 83.11， 只 须 验证 STE [一 1, L] BUS], 这 已 见于 8.1.3。 


8.6.5 附注 . 由 8.1.3 可 知 ，DD' 一 0( 相 应 地 ,， AA 一 0) 等 价 了 


D.— D'( 相 应 地 , A 一 AJ 而 AA' 一 z 等 价 于 A 一 一 A, A 一 
z/2 (或 DD — 2/2) 等 价 于 A 和 A' (或 也 和 D^) 正 交 . 

这 些 交 角 都 是 遗传 的 : FCE 是 包含 A,A' 的 于 空间 , 则 
在 下 中 来 看 也 好 ,在 互 中 来 看 也 好 ,交角 AA 总 是 相同 的 。 对 
多 (EF) 亦 然 ， 

放 (E) 上 或 多 (E) 上 的 交角 ,都 满足 两 条 险 离 公理 ; 在 99.8， 
18 和 19.1 中 我 们 还 会 进一步 看 到 它们 确实 就 是 距离 。 对 DCE) 

言 ,这 是 球面 5(E) EBOUSEAREERS. xb CE) REP EAE 
空间 PLE) EBSRSIULAT. 
8.6.6 命题， 如 果 OCE) UL eC.) 一 (C2, 800) 的 平凡 方式 
作用 在 (E) BLADE) 上 , 则 ; 


ü 


Fm 


Gi) 对 于 OCE) ifE)8: (D. D') 和 (DisD1) 属于 同一 轨道 
的 充 要 条 件 是 DD 一 DD, (A, A) CA, AD. 属于 同一 轨道 
的 充 要 条 件 是 AA 一 A 全 ; 

(i) 对 于 0+(E) 的 作用 , (i) 的 区 点 结论 在 dim 之 3 时 仍 成 
立 ,但 在 dimE — 2 时 都 不 成 立 ， 

换 名 话说 ， 我 们 已 将 多 7(E) (相应 地 , Bx(E)) 中 O(E) 的 
轨道 用 [0, x1 GESERS [0,x/2]) 中 的 一 个 实数 来 作为 参数 ;而 
且 当 dimE ze 3 时 O* (E) 的 轨道 全 体 跟 OCE) 的 相同 。 


图 8.6.6. 


我 们 对 ZO) 的 情形 进行 讨论 ,直线 的 情形 不 会 有 更 多 的 困 


难 。 根 据 8.2.7, 不 站 假定 A,A', Ai,Ai 都 在 互 的 同一 平面 内 ,而 
且 入 一 Ai 取 该 平面 的 正 交 基 (x. y), z€A— A, x EA， 
x€A, Hx x1. Hi AA 和 AAA 的 定义 两 向 量 
az 和 和 .x4 有 相同 的 x 坐标 ; 由 于 它们 的 模 都 是 1, 它们 的 ”坐标 或 
是 相等 或 是 互 为 相反 数 ， 若 相等 , 则 A 一 Al, 命题 得 证 ; 若 互 为 相 
反 数 , 则 对 称 ce 满足 


aa(A) 一 Ai 
Zi dimE 2:5, 这 一 oa 可 延 拓 为 互 的 中 心 对 称 ， 若 dim 一 2， 则 
图 示 的 情形 提供 了 反例 。 
8.6.7 (8E XE. —^-[0,2/2] 上 的 数量 可 以 用 来 表征 至 少 
彼此 等 距 的 一 对 直线 ; 对 上 的 光 个 维 数 给 定 的 子 空间 CY , Ww), 
2.28 * 


也 可 提出 同样 的 问题 ， 对 于 dim 一 3, 可 用 [0, =/2] 上 的 一 个 数 
量 很 方便 地 进行 分 类 : 若 dimY 一 dimW 一 2， 取 焉 交 直 线 V^, 
Wt+ 的 交角 ,车 dimy — 1, dimW —2, Wtint(VD:DCW) Cfi 
且 , 这 一 下 界 可 由 直线 信和 VV 在 万 上 的 正 交 投影 来 实现 )。 

但 从 dim 一 4 起 ， 典 型 的 情形 是 dimy 一 dim 一 2, 不 
可 能 再 用 一 个 实 参数 来 对 O(E) 的 作用 下 的 轨道 进行 分 类 ， 在 
[FZ] 第 310—316 页 可 以 找到 最 一 般 情况 下 的 这 一 问题 的 完整 


图 3.6. 


87 平面 上 的 定向 角 


| 本 节 中 dimE 一 2 . 


.7.1 8.6.6 (ii) 表明 ， 当 五 是 欧 氏 平面 时 ,为 了 对 LUCR) 或 
多 (E) 在 O*(E) 下 的 轨道 进行 分 类 ,交角 (在 10,x] 或 [0,x/2] 
内 ) 已 不 够 用 了 ; 必须 引进 一 个 更 精细 的 不 变量 ， 下 面 将 要 叙述 
的 理论 ,对 讨论 简单 的 直线 交角 来 说 显得 过 于 抽象 ,但 既然 不 存在 
一 种 更 直观 更 简捷 的 理论 ， 那 么 从 这 一 意义 上 说 我 们 的 氢 述 就 是 
不 可 滩 免 的 了 ;要 能 信服 这 一 点 ,读者 可 以 参阅 [FL] 第 160 一 186 
抽 。 为 了 看 出 叙述 清 趾 的 好 处 ， 读 者 也 可 参阅 诸如 [IR], [DC1] 


9 


这 样 的 旧 文 献 ， 其 中 在 定向 角 的 关系 中 引进 了 “modkzr” 和 
"mod2&z", 

花费 如 此 代价 得 到 的 更 精 组 的 不 变量 ， 即 定向 角 的 概念 ， 使 
我 们 能 在 以 下 几 章 中 得 出 许多 巧妙 而 简洁 的 结果 : ”可 参 奉 10.9, 
8.7.2 ”定向 直线 的 定向 角 

8&.7.2.1 HOPO*CE)TE DOCE) 上 单 可 于 (参看 8.3.3), 存在 
一 个 映射 ， 记 作 o: P (E)  O*CE). jk—Wlt dE) Fi 
定 了 一 个 等 价 关系 (有 同一 像 点 的 那些 点 ); 另 一 方面 , 0+(E) TE 
£(E) 上 的 作用 也 确定 另 -- 等 价 关系 ， 以 轨道 为 等 价 类 《参看 
1.6)。 有 趣 的 是 : 

8.7.2.2 引 理 。 上述 两 个 等 价 关 系 是 相同 的 . 

第 一 个 是 (A, A )~ CA, A) 如 果 3g E01+(5) 使 A 一 g(A) 
且 所 一 以 A)， 第 二 个 是 3fe 0+(E) 使 A 一 H(A) BA 
世代)。 由 于 0+( 五 ) 是 交换 群 ,两 者 是 相同 的 。 

因而 我 们 可 以 径直 定义 商 集 信 (FE) 一 疡 !( 5)/ 多 而 无 须 说 明 
用 的 是 两 个 等 价 关系 中 的 哪 一 个 ; 另外 再 定义 典范 射影 

9: CE) WE) 

DR ofc ESSSIUUHO:; $(E)  O CE). 因 o enit, 


故里 由 定义 是 双 射 , 
E) 


r2 
N 

? O*(E) 
"4 


? 
SE) 
8323 定义 。 9CE) 称 为 中 定向 直线 的 定向 角 集 合 ;从 
O*(E) 的 群 结构 可 以 由 多 诱导 出 CE) 的 群 结构 ， y ufi. 
AA € 声 (B) 的 定向 角 就 是 p((A,A)); E205 AA 或 人 ,全 
下 面 列举 定向 角 的 一 些 有 用 的 性 质 ， 其 中 大 部 分 或 则 是 上 述 
“内容 换个 形式 的 表达 ,或 则 是 显而易见 的 。 


39， 


8&7.2.4 性 岳 ， 对 任何 定向 言 线 : 

(CD A ~ f(A), fe O*(E) (AR) e f, 特别 有 
Pn 
AA — Ue AT-N; 

o Ee KA e»ate O(NK(A -A A) — Ai 


PN M A 
e ru TAA AA T AN 


Zo OX 
(4) AA KR AA (Chasles 关系 式 ), 特别 有 A Are — AAT 


— M 

(5) Vf e O*(E) (相应 地 ，0-(E)): 和 KA)1(A) — A ( 相 
应 地 ,一 A 

其 中 唯一 不 能 从 定义 和 8.7.2.7 引出 的 性 质 是 (5) 中 fe 0-(E) 
的 情形 ,但 它 可 直接 由 8.3.5 导出 。 

81.25 ” 注 。 所 以 , 若 为 定义 定向 角 ， 则 无 须 将 互 定向 ; 但 藻 
想 度量 定向 角 , 则 必须 将 5 定 向。 

读者 以 后 还 会 在 伪 射 空间 中 巡 到 上 述 某 些 狂 质 Chasles 关 
系 式 ,平行 四 边 形 法 则 【太一 cd ec 一 玛 )， 并 且 将 会 发 现 这 
些 性 质 对 所 有 的 单 可 渤 交 换 群 部 成 立 , 
8.7.3 $(E) 中 以 2 相 除 ; 平分 线 ， 这 里 的 问题 是 存 群 (E) 中 
求解 方程 2x 一 a。 我 们 先 来 求解 方程 2x 一 0, 或 肛 01(5) 中 
的 史 一 Ids。 若 


a —b 
xo-( ,), 
由 8.3.4 就 有 一 1, 从 而 a 一 土 1, 而 b= 人 0, 即 f 一 +1ds。 利 
用 8.2.9 提供 的 对 合 构造 也 可 以 看 到 这 一 点 。 
8.7.3.1 命题， 方程 2 一 0 从 有 两 个 解 0 和 昌江 (一 Ids); 这 
一 定向 角 记 作 并 称 作 平角 。 我 们 有 KA m o<>A' 一 一 A， 
这 里 一 A 表示 A4 带 有 另 一 方向 所 定义 的 半 直 线 。 
” 最后, 8.7.3.1 的 第 三 种 证 明 可 由 下 述 定义 导出 。 


#1 


84522 定义 ， 凡 能 使 AX — SA 的 定向 直线 ,都 称 为 定 
向 直线 与 A 的 平分 线 . 

根据 8.7.2.4 (4) 和 (5), 说 5 是 A 和 A’ 的 平分 线 就 等 价 于 说 
XOT QUA e; (参见 8.2.9) 满足 oz(A) 一 ,但 8.2.11 的 讨 
论 表明 支撑 3 使 cs(A) 一 A' 的 直线 是 唯一 的 ， 风 为 一 条 定向 直 
线 容 有 唯一 的 正 单位 向 是 。 因此 A，A' 恰 有 两 条 反 向 的 平分 线 
士 3， 最 后 由 A 一 A 可 推出 人 人 一 2&3, 由 此 艺 得 ;: 

8133 命题、 两 条 定向 直线 A,A' 恒 有 两 条 平分 线 ,位 于 同 
一 直线 上 而 方向 相反 ， 对 任 一 se SE), 方程 2n 一 a 恰 有 两 个 


ET 


解 , 形 如 {8,5 十 gj。 车 人 全 一 a， 则 2: 一 a 的 < 解 由 A 和 入 的 


平分 线 了 通过 * 一 A3 的 关系 式 给 出 。 
8.7.3.4 方程 2x 一 避 所 起 的 作用 是 很 有 趣 的 ,因为 若 * 使 得 


2z — a BAR 一 *。 则 A,A' 所 在 的 那 两 条 直线 相互 正 交 ， 反 之 


亦 然 。 要 说 明 这 一 点, 可 利用 短 阵 及 8.34: 由 (” ““)， 应 有 


a 一 0, 从 而 5 一 士 1; 或 者 从 几何 上 看 ,注意 到 两 条 直线 人 和 一 人 
的 平分 线 是 与 A 正 交 的 ,这 是 因为 A 所 在 的 直线 了 应 在 oz 下 不 变 
并 异 于 3。 此 外 ,24 一 o 的 解 与 E 的 定 疝 的 关系 如 下 : 
8.7.3.5 命题 。2+ 一 o Non CE) 的 直角 。 取 定 其 中 
的 一 个 直角 ,就 等 价 于 到 定 的 定向 如 下 : 若是 取 定 的 直角 , 则 
标准 正 交 基 {x,»} 为 正 的 充 要 条 件 是 ?一 8( 8)(*)。 
注意 ,这 里 的 8 是 完全 和 8.3.12 中 一 致 的 。 
8.7.4 E 定向 的 情形 ; 定向 角 的 测度 。 本 眉 8.7.4 中 假设 是 定 
向 欧 氏 平面 ,并 利用 8.3.6 和 8.3.9 给 出 : 
8.7.4.1 定义 ， 对 (E) 中 一 个 定向 角 o, 将 8@(e) 的 任 一 
测度 , 即 4:(6(g(o))) 的 任 一 元 素 , 称 为 x 的 测度 (一 个 测 区 )。 
R 
I 
EO YU 
$742 例 。 六 的 一 个 测度 是 =, 8 的 一 个 测度 是 x/2。 若 
是 “的 一 个 测度 ， 则 o 的 所 有 其 它 测度 都 形 如 :十 2ke, 其 中 
k€ ZN0. 
借助 于 测度 ， 可 以 来 说 明 对 任何 整数 n2-1 和 任何 <e $8), 
方程 mx 一 “在 $( 已 ) 中 恰 有 * 个 不 同 的 解 : 参见 8.12.7. 
8.7.5 AN 与 ÁA 的 比 ， 下 面 假设 了 是 定向 的 ; 着 事先 并 来 
定 南 , 则 出 于 我 们 的 需要 应 将 它 定 向 。 设 A. AC 是 两 条 定向 直线 ， 
而 且 在 这 里 不 护 欠 看 作 半 直线 (参见 .6.1); 则 人 人 总 有 一 个 属于 


«88 * 


[0.2z[ 的 测度 。 另 一 方面 , (A, AD ) 通过 e xn. XB xe A， 
T€ A'。 定义 的 标 架 ,或 部 是 正 的 ， 或 部 是 负 的 《A' 一 XA 的 悄 
形 排除 在 外 )。 


8.7.5.1 命题 . 设 : 是 RA [50,2x[ 内 的 测度 , 则 若 (A,A') 
所 定义 的 标 架 是 正 的 (相应 地 ， 负 的 ), 就 有 :6 [0，z[ (相应 地 ， 
1€ [zjzr[) 和 AA' 一 + (相应 地 ，AA 2x 一 六， 其 中 不 包括 
人 一 At0 和 A 一 一 A, :一 ?rz 一 (一 这 两 种 平凡 的 情 


X. 


图 8.5.0 


后 两 种 情形 是 平凡 的 : 因此 我 们 总 可 假定 A v tA, 若 改 
变 定 向 , 则 AA 改变 符号 ,从 而 上 变 成 ?= — 上 因而 总 不 妨 在 正 标 
架 的 假设 下 进行 证 明确 切 地 说 ， 设 *e A. c6 A' 都 是 单位 向 
量 , {1 nel 是 第 一 个 向 量 * 的 标准 正 交 正 基 , 关键 在 于 * 关 
于 :的 坐标 是 正 的 ， 而 该 坐标 就 是 sinf 因而 2 [05 cL, 利用 
8.3.11 即 得 证 。 
DE 


8.7.5.2 定义 ， 设 入 , A:，A" 是 一 个 (不 必定 向 的 ) 殉 氏 平 曾 
上 的 三 条 直线 ; 若 浦 足 下 列 条 件 之 一 , 则 称 A' AT ARA" ZH: 
着 人 一 A”, 则 人 A' 一 和 一 A”, 关 A” 一 一 人 ,无 须 任何 条 件 ， 若 
A" EA, WI A' 要 属于 和 A 所 定义 并 包含 A” 的 半 平面 与 A” 所 
定义 并 包含 的 半 平 面 的 交集 ， 

8.7.5.3 推论 ， 设 A' 介 于 入 和 A" 之 间 ， 则 AA H- AAT 
AA 。 


00] 


图 8.7.5.3. 
三 条 半 直 线 各 不 祖 同 时 ,结论 并 不 显然 ;这 时 ， 取 五 的 定向 使 
(AA') 所 定义 的 标 架 为 正 , 假设 条 件 表 明 CASA) RI CAL AU) 的 


-人 人 人 人 
情形 也 是 如 此 (A” 一 一 人 的 情形 除外 ). 设 s,+ 是 AA',A'A 在 
[10,2x! 内 的 测度 ;由 8.7.5.1 可 知 16 [05z[ 和 s 一 AA :一 AAA 
但 * 十 上 是 KA> 的 -个 测度 且 : 十 r6 [0,2x[; 着 A" 一 一 A, I 


PETI 


sr nV AT 了 一人, 则 我 们 已 知 ( 人 A，A”) 所 定义 的 标 架 是 
正 的 ,因此 由 8.7.5.1 有 :十 1 一 AA", 推论 得 证 , 

8.7.5.4 ”推论 8.7.5.3 很 重要 , 它 可 以 直观 地 表达 如 下 :就 * 角 ” 
这 个 词 儿 的 真实 的 ,物理 的 意义 而 言 ， 我 们 可 以 把 无 向 角 AA” 表 
示 为 由 和 A 和 A 所 定义 的 扇形 的 测度 ,着 人 m 一 A( 人 任意 ), 则 该 
高 形 成 为 半 平 面 ， 若 A' 95 一 A, 则 是 介 于 和 和 A' 之 间 的 半 直 线 
的 集合 。 若 A 介 于 人 和 A” 之 则 ， 则 由 信和 A” 所 定义 的 扇形 是 
A.A 所 定义 的 扇形 与 A. A" 所 定义 的 扇形 的 并 集 。 另 一 种 去 示 
法 则 将 一 个 扇形 跟 该 扇形 在 E 的 单位 圆 S(E) 上 截 得 的 圆 弧 联 系 
起 来 ; 8.7.5.3 说 明 圆 弧 的 长 度 是 组 成 该 贺 弛 的 两 段 圆 强 长 度 的 
和 。 我 们 以 后 还 会 对 8.6.5 中 提出 的 这 种 观点 进行 充分 的 讨论 ; 
请 参阅 .9.8, X PRUE T 8g [DE2] 25 79—82 页 , 或 [FL] 第 
183 页 。 
8.7.6 附注。 上述 内 容 表明 了 和 角 的 测度 的 困难 所 在 :两 个 肩 形 的 
并 集 并 不 一 定 是 扇形 (图 8.7.5.3), 因而 车 无 基本 的 限制 ， 加 法 就 
无 法 进行 ;对 此 亦 可 参阅 [FL] 第 185 一 186 页 .我 们 可 以 构造 一 种 
很 有 趣 的 结构 , 即 SCE)No 上 的 序 的 关系 ; 用 非 内 荀 的 观点 ， 可 
3C ECE) 看 作 一 个 圆 (参阅 8.3.6) 并 由 品 出 发 将 它 球 极 射影 (人 参 
K 18.14) 到 及 上， 由 此 可 得 出 S(E)Na 与 及 之 问 的 一 个 双 射 。 
从 而 可 将 R 的 序 关系 推 衍 到 人 (BJNa E. 关于 更 详细 的 论述 , 可 
参看 [FL] 第 176 页 ,或 [DE2] 第 117 页 ,也 可 利用 4 在 ] 一 *,x[ 
上 的 限制 。 
$7 直线 的 定向 角 

8.7.7.1 本 段 中 将 对 直线 和 2'CE) 作 相 仿 的 讨论 ;由 于 这 种 
讨论 并 无 多 大 困难 ,我 们 只 是 很 快 地 ,不 加 证 明 地 在 行文 中 给 出 种 
种 结果 。 它 们 都 建立 在 两 个 等 价 的 事实 的 基础 上 : 一 条 直线 D 恰 
好 定义 两 条 反 向 的 定向 直线 《其 中 并 无 哪 一 条 先天 地 应 取 为 正 
问 ), 群 O* CE) dk CE). 上 不 再 是 单 可 迁 的 ,但 商洛 

PO*(E) 一 O+(E)/{lds, — Ida] 

却 是 单 可 迁 的 ,PO+(E) BILE SEPRT TESER ERE" RD 2 CE )os 


n 


P(E); 在 14.7.2 和 19.1 中 还 将 对 这 种 正 交 射影 群 进 行 充分 的 讨 ， 
论 。 


8.7.6 


8.7.7.2 群 PO'(E) 一 O*CE)/1xIdz] 在 (E) 上 单 可 
it; Ww dossldBWBUMUM. NÜsgE (E) 上 定义 的 等 价 关 
系 就 是 更 在 锚 ( 下) 上 作用 轨道 所 定义 的 等 价 关 系 。 记 商 集 为 
(E) —3(E), p: (E) 2 39(E) 为 典范 投影 而 理 为 诱 
AME SICE)  PO*CE); Wig XXUM: 


E) 
4 
< ZEE) — E) 
? Deoa Jd P | 
v $(E) — UE) 
4 
9E) 


z ? 

$(E)—-0*(E) 

»| el 

SICE)-- - PO'(E), 
Li 


若 PUE) CE) 是 由 也 记 为 4 的 映射 9: CE) ZI (E) 
诱导 的 ， 其 中 后 一 映射 将 一 条 定 自 直线 与 它 所 在 的 直线 联系 了 起 
来 , 则 上 图 是 交换 图 。 

我 们 通过 更 由 PO*CE) 的 群 结构 诱导 出 A(E) 上 的 交换 群 
结构 ， 并 称 之 为 二 中 育 线 的 定向 角 群 ，D ,De CE) 的 定向 角 

-人 -7 

是 MOD, D') € S(E), E DD' 或 D,D'. 

8.7.7.3 ”对 任何 直线 有 : 


pe WM V. oU mum YN 
DD —D,Di&»DD, — D'Di; DD + D'D" ~ DDD”; 


Ee P 
D'D-—-—DD.: 


ZI EN 
Vie 0*(E): ILD)KD') 一 土 DD 


7 
DD'—0«—»D- D. 
83.7.4 Jj 2x0 在 ICE) 中 有 两 个 解 ， 一 个 是 0， 另 
一 个 称 为 走 角 。 记 作 5。 我 人 有: DD oem 与 D' 正 交 (在 
8.1.8.3 的 意义 下 ); 8 是 “(FE) 中 两 个 直角 在 4 下 的 像 。 方程 
2x 一 a ECKE) 中 恒 有 两 个 解 ， 形 如 {zx 十 8}; Ba — DD. 
WB x 一 DS R2« 一 DD 的 所 有 直线 S 是 两 条 正 交 的 直线 , 称 为 


局 和 六 的 平分 线 ,它们 由 如 下 特征 所 刻 刘 : 已 了 3=- SD hes (D) 
一 了 Dr。 


s^ ^ 


Bb ossa, 


ng 


82.5 3E D,D', 8, 8 是 四 条 直线 ,使 得 在 身影 直线 P(E*) 
上 有 [ID,D',5, 5 二 一 1, 则 DDLPDP' 等 价 于 5,5' DL D,D' EAE 
55. 

8.7.6 XE E LER AE IR GE TRUSD LAJURSE 互 定向 ;因而 
定义 日 和 二 如 下 图 所 示 (参见 3.3.6, 8.3.7, 8.7.4), Kf 4 一 po4. 
HEXDEX. e€OXCE) 的 一 个 测度 是 指 4-'(@ Qr). 的 任 一 元 
素 ， 3KE) 的 一 个 元 素 的 所 有 测度 部 撕 如 :十 xk. Z; 0 的 一 
个 测度 是 0, 2 的 一 个 测度 是 72。 

全 (BE) -二 -0+(E) >U 


Na 
P ?| L R 
V A 
UE)-S*PO(E) ->*U/+1} 
设 D，D'e (FE)，E 已 定向 而 且 DD. 则 DD 在 


10, x[ 中 有 唯一 的 测度 :而且 : 或 DD 一 间或 07 一 < 一 
(参见 8.6.6)， 若 D，D' 不 正 交 ， 则 存在 B 的 唯一 定向 使 1€ 10, 
</2[， 值 得 注意 的 是 在 DUE) 中 不 可 能 有 推论 8.7.5.3; 例如 ,车 
D,D', D' 是 如 图 8.7.75 所 示 的 三 条 直线 , 则 有 


图 68.7.7.5， Wi 8.7.2.6. 
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Dp'-—-DD^-DD"-»[3, 
但 不 论 三 条 直线 次 序 如 何 排列 ， 不 可 能 有 DD + D'D" ~ DD": 
SE) 


8.7.7.7 4.3.6.1 中 对 426 的 证 明 ， 使 我 们 预期 (E) 与 
ICE) 之 间 有 一 个 自然 的 双 射 ;事实 上 ,我 们 引进 竖 射 
SE) 3x i— 2x € SCE), 
其 核 为 (0,0), 根据 8.7.3.3， 在 商 集 上 诱导 是 的 映射 CE) 
3(E) 是 一 个 双 射 ; 我 们 仍 将 它 记 作 ICE) 315 26€ SE), 
道 映 射出 记 为 112， 访 BE) 3* 上 > 1/22 € ICE), 几何 上 ， 这 个 
映射 如 图 8.7.7.6 所 示 ; 在 三 角 学 中 ,这 个 映射 解释 了 正 粥 、 余弦 、 
正切 何以 可 以 表示 成 半 弧 的 正 钱 的 代数 式 .。 另 一 很 有 用 的 应 岂 
是 : 
8.7.7.8 命题， UE D.D' 是 三 中 两 条 直线 , 则 有 
aprogp 一 $bP), 


即 oweco 是 以 ZDD' X68 tle, 

我 们 知道 (8.2.3.2) 了 一 corecpE O (E); 由 8.7.74 又 有 
(D) 一 wo(D) 一 D' 和 DD" — 2DD', 由 此 即 可 证 得 命题 ， 朵 
* o*(E) 是 单 可 迁 的 。 8 

8.19 . 以 O* CE) 和 PO+(E) 相 比 , 我 们 注意 到 W «Rr et 
是 相应 的 映射 。 

8.7.8 三角 学 . 根据 复 指数 函数 满足 etr 一 ere” 的 事实 ,特别 
可 推出 如 下 公式 
8.7.8.1 
(me db) — cosacosb — dünasinó, 


sin(a 4- 5) — sinacosb + sinbcosa, 


呐 式 对 任何 实数 ,部 成 立 。 而 由 8.3.6 可 知 当 巨 定向 时 这 两 个 
公式 在 O*(E) 上 也 成 立 , 不 过 有 一 点 区 别 , 那 就 是 a 十 5 要 换 成 
乘积 好 , 这 里 jge O* (E). 

8.7.8.2 qh S(E) 和 多 E) 的 群 结构 的 定义 , 最终 可 以 淮 
出 ， 如 果 是 定向 的 ， 而 我 们 道 过 到 子 群 的 转移 来 定义 CE) 
和 %(B) 上 的 余下 和 正弦 函数 ， 则 公式 8.7.8.1 在 SICE) 和 下 
CE) 中 也 仍 成 立 。 作 为 定义 ,一 个 定向 角 的 余弦 和 正弦 等 于 它 的 
任何 ”个 测度 的 余弦 和 正弦 。 


图 8.7.7.7- 


8.7.8.3 由 8.7.8.1 出 发 ， 通过 代数 变形 可 以 导出 大 晤 公式 ， 


有 时 很 有 用 ,并 且 很 有 趣 ; 存 8.12.8 有 一 张 详尽 的 公式 表 。 它 们 在 ; 
本 书 中 的 应 用 ,可 参看 10.3.10, 18.6.13, 

8.84 ” 反 过 来 ,定向 角 也 能 用 来 从 几何 的 角度 研究 复数 . 将 
C 看 作 一 个 定向 欧 氏 平面 , 即 带 有 了 欧 氏 结构 及 典范 定向 的 RR。 若 
2€ CNO， 则 可 将 它 写成 = 一 |z1(z/}z1), 这 样 一 来 z/ jz| €U, 
定向 角 (@o@) (2/121) € (C 一 R2) 称 为 复数 = 的 辑 角 , 记 作 
argG); 若 x0, WIR arg(x) 一 €(C) 的 任何 元 素 ， 复数 
z& 亿 完全 由 jz| amo 所 决定 ，(|zl:arg(z)) 称 为 = 的 三 
角形 式 ; 当然 有 

8.7.8.5 |zz'| = |z||z'|s  arg(zz') 一 arg(z) + arg (2). 


n 


在 计算 中 ,使 用 测度 常常 会 更 方便 , 即 若 * 是 arg C) 的 一 个 测度 
则 记 z 一 1x|e*; 每 个 这 样 的 写法 都 称 为 = 的 “一 个 "三角 形式 
它 有 时 可 以 改写 为 

z= |z|(eost + isinz), 


1 9.6.5.1 将 给 出 它 的 古典 应 用 ;也 可 参看 124.2, 
8.8 相似; 迷 向 锥 面 与 迷 向 直线 


8.8.1 现在 ， 我 们 的 欧 天 空间 又 可 以 是 任意 维 的 了 ， 我们 之 所 以 
对 相似 的 概念 感到 兴趣 ， 除 了 在 以 后 (%.6.7, 9.6.8 ,9.6.9) 将 看 到 
的 那些 有 趣 的 应 用 外 ,还 因为 它 眼 物理 世界 的 概念 有 自然 的 联系 ， 
物理 世界 中 不 存在 长 度 单位 ,因为 并 不 容 有 一 个 自然 的 欧 氏 结构 . 
相似 ,是 一 种 与 长 度 无 关 而 仅 与 长 度 之 比 有 关 的 变换 。 
8.8.2 定义 .使 lfGO| — alle! Yre E BS f€ GL(E) Sog ER 
以 为 相似 比 的 一 个 相似 。 和 相似 的 全 体 记 为 GO(E); 4 
GO*(E) = GO(E)N GL*(E) 

(相应 地 ，GO-(E) — GOCE)C GIL (BE)) 并 称 共 中 元 素 为 正身 
相似 (相应 地 ,逆向 相似 ) 
8.83 ”位 似 id; 是 相似 ,相似 比 为 g 130, x0 时 它 为 正身 
相似 的 充 要 条 件 是 dim 为 个 数 ， 若 je GO(E)， 则 有 

GN 一 (zl?) Vx.y€ E; 
对 we GL(E) 应 用 8.1.5 即 可 看 出 这 一 点 。 为 使 这 一 观念 更 
明确 化 ,我 们 把 每 个 以 & 为 相似 比 的 f€ GOCE) 写成 

f= GC (a dde) 
的 形式 .这 样 就 可 看 出 GOCE) 同 构 于 群 的 直 积 
GO(E) & O(E) x (Rilde); 
FREE GO*(E) e O'CE) x (Rtldg), d s— 0, HR 
GO(E) = GL(E), 

n —1 的 情形 是 以 后 经 常 被 排除 在 外 的 . 
8.84 平面 相似 与 复数 ， 设 二 是 定向 欧 氏 乞 面 。 并 根 淇 4.3.12 


2 


将 它 恒 同 于 一 条 复 癌 量 真 线 ， 王 中 复线 性 群 GLe(E) 的 元 素 都 
满足 8.8.2 的 定义 ,因此 GLc( E)CCGO(E), 事实 上 , GO*(E)— 
GLc(E), jR(ES.8.3 和 8.3.12 中 已 有 说 明 。 至 于 GO (E), f 
XE se 0 (EY 就 有 GO (E) —:GO*(E);. WES 5 是 关于 一 条 
直线 的 戏称 ,车 在 中 取 一 个 属于 该 直线 的 基 (E 的 一 个 复 基 , 仅 
是 一 个 血 量 1) 就 可 得 出 : 

8.8.4.1 命题 、 对 互 的 作 一 复 基 而 言 ， 正 向 (或 逆向 ) 相 似 就 
是 映射 ci wz 或 上 > a3) 全 体 ,这 里 4 Hog Cr。 
$85 ”相似 与 角 

8.8.5.1 命题 。 相似 是 保 节 的 ， 确 切 地 说 

(i) YE GO(E) VA, A'e ICE) VD,D'€ WE): 

NACAY — AR" 且 TODY(D') ~ DIY; 

Gi) Vf€ GOUE). E D,D' ES. NU fCD), f(D^) 正 交 ; 

Gi) Xi dimE — 2, 
Vf€ GO*(E) (s GO^(E)) VA, A'€ Z (E) VD, D'€ (E): 


Pot - 一、 
TCAMCGN) — AA" B. TUO) 一 DD (或 分 别 为 
ZR 和 —DD», 
反 过 来 ,着 dimE 之 2 而 fe GL(E) 使 得 D,D' 正 交 时 总 有 
KD), fO) 正 交 的 结论 ,对 了 是 相似 . 
鉴于 8.6.6, 8.7.2.4 和 8.7.7.3， 只 有 【ii) 尚 须 证 明 ， 我们 的 
线性 映射 满足 (GO (0) — 0 V & (lx) 一 0 的 xx。 先 
BOE xc EN0 ， 考 察 线性 形式 quy (j(x)1f(y)); 服 据 假 设 
def EET x^ EOD E, If CR 2.4.8.6) 存在 ke R* 使 
GO G0) = RG|») Vye E, 
现在 假定 * 可 变化 ,并 对 每 一 * 指定 一 个 kz) 使 
GGOMG2) 一 《CO(zly) Vx E\0, Vy E, 
取 线 性 无 关 的 *，x 考察 Kx 十 *); 则 有 
(Rx + xDFG0) m KG o X xy) 
= 621) + G1») 


. ds 


= RL) (Cx) + Cx) xy) Vye Ei 
Bit 

[RC + a) — RO) lr + [kr +t) — A(x) 1 — 9, 

因此 ,由 于 x', x 的 线性 无 关 就 有 

kGO — k(x) = KG b x 
最 后 , A E— ROG Mut f edet. 
$86 ”相似 与 复 化 

我 们 将 复 化 为 EC, 将 一 个 元 素 f€ GLCE) 复 化 为 je 
GL(EC), Jil E R9 — Uc N m Pere ul? 复 化 为 EF 
上 的 二 次 型 we。 参见 7.1.1，7.2.1,7.3.4。 

8.8.6.1 3EX,. dimE 23 时 EE 的 子 集 (NC) (0) 称 为 E 
的 迷 向 锥 面 。 若 dimE ~ 2,085) (0) 仅 含 丙 条 Ec hinge dt 
线 。 称 它们 为 E 的 迷 向 直线 ， 并 记 为 {1 ,J} 对 < 的 共 冰 映 射 < 
(参见 7.1.1)， 有 co((Ne)- (0)) — (N€)7()), B5 dimE —2 
时 : a(D) 一 J], oD) =1. 

我 们 用 锥 面 这 一 名 称 ,理由 是 尺 是 齐 性 的 :NC(2*) 二 42Ne(x)。 
下 的 二 次 型 此 必 是 赣 垦 化 的 ， 因 而 N* 也 不 退化 (参见 7.3.5， 
13.24,132.3.0), M ifi (N9)7 (0) 由 两 条 相 异 直线 组 成 ,为 了 避免 
参照 13.2, 也 为 了 下 文 马上 就 要 用 到 这 一 事实 ， 我 们 现在 直接 证 
明 它 由 两 条 相 异 直线 组 成 ， 设 {c,。e,} 是 的 标准 正 交 其 ， 因 而 

. N*(5,2,) = zi o zi 
(参见 735), mH x rim 0 等 价 于 nom kin, EB. d 
7.2.) 就 有 

e((N*)3(0)) = (N9)7Ce(0))  (N7)(0)5 
EXPE 


D—d4G.—i)). Jm {(#,i2)}, 
则 有 c( 门 一 J， 90) — 1. 
欧 氏 平面 上 的 两 条 过 疝 直 线 并 无 先天 的 差异 ; 更 确切 地 说 : 
83.8.6.2 ”命题 .在 欧 氏 乎 本 工 选 定 一 条 迷 向 直线 ， 等 价 于 给 
出 五 的 一 个 定向 ; 它们 的 关系 是 ， 洗 定 的 迷 寺 直线 工 就 是 在 E 中 


Mn 


一 个 符合 定向 的 标准 正 交 正 基 下 斜率 为 ~ i 的 直线 。 
应 该 证 明 GO*(E) 的 成 员 使 了 不 动 ; 这 一 点 可 由 GO*(E) 
流通 ,内 而 了 不 能 碳 到 7 去 而 得 证 ， 这 个 想法 也 是 很 有 启发 性 的 
着 在 任何 一 个 标准 正 交 正 基 下 进行 计算 ,如 
MD=-( 小， 


对 s 一 士 1 就 有 


a  —sgb I 4 - sib 1 

G M (i 

8.8.6.3 附注 .上 述 计算 也 表 包 了 ，7 (或 ) 关于 fe 0+(E) 
的 特征 值 是 arbi e) (或 aH — 80). Rei 
3.1.6 中 的 映射 而且, 车 fE 0-(B), 由 8.3.1 (ii) BOB FU) J. 

8.8.6.4 命题 . 设 feE GLCE)， 则 

G) f€ GO(E) <>jc((Ne)- (0)) 一 (Ne)-(0)。 即 ff lx 
的 迷 向 锥 面 整体 不 变 ; 

(Gi) € dimE 2: 

1€ GO*CE) ef) — 1, fe GO- (E) e FU) = J, 

之 的 证 明 是 显然 的 。 对 CO 的 和 ,我 们 巨 知 道 天使 N< 的 核 
不 变 ,而 且 Ne 在 如 下 的 原 象 , 即 一 次 型 (ff)*(NO) (参见 13.1.3.9) 
VR Ne 有 相同 的 核 。 然 而 由 14.1.6.2， 可 推 得 存在 kc C^ 使 

(Js*(Ne) = NC, 
特别 当 限制 在 ECE* 上 时 ,有 
HOO = All! vae E. 
这 表明 大 是 实数 而 上 是 以 W E 为 相似 比 的 相似 。 为 证 (iD 的 <， 
首先 注意 到 ,由 8.8.6.1 有 UD 一 UJ 于 是 可 应 用 (iD 的 
二 =， 再 注意 到 若 
fe GO*'(E) (或 1fe GO-(E)), 
则 由 8.8.6.2 和 8.8.6.3 有 f(1) — I1 GRIG) 9 JD. 
8.8.7 Leguerre 公式 ， Laguerre 在 中 学 毕业 班 的 几何 课 上 对 


eden 


老师 的 讲解 不 感 兴趣 , 却 进 行 了 一 东 独 立 思 苍 ,以 下 就 是 他 这 种 独 
立 思 状 的 成 果 。 

8.8.7.1 首先 假设 是 定向 欧 氏 平面 ，(1 ,J) 是 8.8.6.2 所 给 
出 的 中 的 一 对 迷 向 直线 ; ED. D' EE BEAR. Do, D'* 
是 它们 在 E* 中 能 复 化 (参见 7.4)， 

杜 复 射影 直线 PUBO) e AD(E7). 上 ,很 自然 地 会 考虑 到 D, 
DT,1 ,J 这 四 点 的 交 比 。 然 而 , 若 设 fe O*CE) 使 HD) — D', Wi 
自 6.6.3 和 8.8.6.3 有 

[De, D”, 1,71] ~ 8(f)/80), 
但 因 8(PDe U, 90) — (6U0)7, 00€ LO*, D", 1, 外] 完全 用 
5E VARRO GER, 只 须 应 用 8.7.5.1. 和 8.7.7.7 即 可 得 出 : 

8.8.7.2 定理 (Laguerre 公式 )、 我 们 有 


(D*,D'541,1] = ler DD) 


E EDD 的 任 -测度 , 则 有 [De, De, 1, ]] 一 e? 

为 放心 起 见 ,我 们 米 验 证 当 改 变 巨 的 定向 时 ,上 述 公式 确 能 保 
证 ; 事实 上 电 8.8.6.4。 了 变 成 1/ ERLLL 而 由 8.3.6。6(,) 变 成 
(6C-))"s 因此 由 63.1 可 保证 与 定向 的 相符 性 ， 若 改变 DP 入， 
则 可 用 8.7.7.3 和 6.3.1。 公 式 的 应 用 见 17.4.2.2。 

8.8.7.3 现 设 E 并 无 定向 ， 只 须 {7,/} 定义 好 即 可 ; 于 是 ,对 
下 中 一 对 直线 D,DD 来 说 , 交 比 [DeyDes 1,1 在 C 中 的 定义 多 
VERDE rin. EXAM, UN{ 一 1} 到 ] 一 ,a[ 中 的 记 作 
log 的 喘 射 ,使 它 丛 是 限制 映射 4:] nun -> UN 一 1} 的 双 射 闻 
映射 . 设 e 是 在 王 的 任 一 定向 下 也 方 的 一 个 测度 ;出 8.7.7.6， DD 


应 为 上 或 < 一 5 由 此 可 知 在 每 种 情形 都 有 下 述 公 式 
8.8.7.4 


bp -2| bal t57,0*,1,41).. | 


绝对 值 恰好 抵消 了 从 log (en) 转换 到 
tn 


log (£257?) — log (ez 一 — log e" 


所 引起 的 差别 。 
A 
< 
-1 0 ij 
wt 
U a 
EDO 8.8.7.3. 


88.5.5 ”归功 于 Cayley 的 公式 8.8.7.4, 很 好 地 说 明了 他 的 原 
则 (参见 5.2.2); 由 此 ,5 中 直线 的 交角 的 几何 学 就 得 以 产生 了 ,这 
实际 上 就 是 射影 直线 PUE) 的 度量 的 几何 学 ， 不 过 已 看 作 一 个 适 
当 的 射影 空间 的 子 几 何 ( 见 19.2), 


8.9 Wk. 到 O'(3) 和 O'(4) 的 映射 


复数 在 0*(2) 的 研究 中 起 着 很 重要 的 作用 ; 同样 ,四 元 数 体 
下 将 会 有 助 于 我 们 对 0+(3)， 尤其 是 对 0+(4) 作 深 入 的 研究 . 
&91 PE. 我 们 考虑 的 是 如 下 构造 的 一 个 记 作 日 的 非 
交换 体 : 从 R' 出 发 并 记 其 中 的 典范 基 为 0.4. j. A). SUE 
R'x R'— R' 由 下 列 公 式 作 线 性 扩张 而 得 出 : 
1 一 一 1 一 1 
jo 
可 以 验证 得 出 的 是 R' 上 的 一 个 满足 结合 律 的 滋 积 ,将 带 有 这 一 莱 
法 的 R' 记 为 卫 并 称 为 外 元 数 体 . 王 中 含有 Ro, 我 们 把 它 等 
司 于 R， 至 于 R*, 我 们 将 其 媒人 日 如 下 : 
RC Rit Ri 十 RICH; 
这 个 R! 称 为 纯 四 元 数 集合 。 每 个 四 元 数 q€ Ho 部 可 写成 4 一 


E 


(0) 十 (4), Ki dt(4)€ R, 多 (49)e Ri 作为 定义 ,9 的 
共 卯 四 元 数 是 了 一 鹃 (9) — 0D. RITE 
$—4,4—4»4€R, 7 一 一 9<>96 RS, 
9 十 一 了 十 F，47 一 7 (当心 出 错 1)、 
€ P e»q'c R., ge Re geRy, 
R* 的 典范 数量 积 反 过 来 可 表示 为 


Gr 一 i (gr + 79)3 


特别 总 有 495 — Res ， 而 j9|| 一 V45 仍 称 为 9 的 范 数 (或 寞 )， 我 
们 有 “lari dellrd; 这 样 就 可 看 出 Ho 确 是 一 个 体 ， 只 要 取 
47 m fala. diu 
昱 一 44:19| = 1}, 

即 RR 一 H 的 单位 球面 ， 则 我 们 看 到 8 上 有 一 个 乘法 君 的 结构 
(正如 5 一 U e {z:1z| 一 1} 本 庙 也 是 一 个 交换 群 !)， 至 此 ,我 
们 可 能 会 想 , 这 一 事实 在 高 维 的 情形 是 否 也 成 立 呢 ? 也 就 是 说 , 别 
的 球面 是 否 也 具有 群 的 结构 呢 ? (这 种 结构 是 很 好 的 一 一 在 一 种 
尚 待 进一步 阐明 的 意义 上 说 ); 但 借助 于 代数 拓扑 可 以 证 明 ， 能 容 
有 良好 的 群 结构 的 球面 仅 有 S 和 s: 例如 可 参看 [PO] ,第 284 
页 ,或 [HU1， 第 15 章 。 

球 一 ?有 一 个 很 有 趣 的 结构 , 那 几乎 是 一 个 群 ,借助 于 Cayley 
八 元 数 可 以 说 明 这 一 点 : 参见 [PO], 第 278 页 。 

至 于 ?球面 ， 现 在 将 作为 9 — te Rl m1) KASS 
四 元 数 集合 中 ， 

- 也 不 能 期 望 对 n 一 2 或 4 以 外 的 某 一 * 找到 R 上 的 合理 
的 体 结构 , 能 找到 这 样 的 结构 的 仅 有 良 上 的 C 和 R' 上 的 日; 参 
见 iPO], 第 284 yi, S R* 有 一 个 相当 好 的 结构 , 即 Cayley A 
元 数 的 结构 。 但 对 RR", 请 参看 8.10.3 及 其 中 的 参考 文献 。 注意 
到 着 9，4' 是 纯 四 元 元 ， 则 oo 的 纯 部 P Cod) 就 是 RP 中 的 向 量 
积 4A4 (Hl 8.11.13), 

与 C 的 情形 相反 , 体 日 的 自 同 构 是 简单 而 熟知 的 : 见 8.12.10， 


in 


并 可 参看 1.6.4。 
8.9.2 定理 

G) 设 ;€ R0; Jl] 4 一 一 9" 使 民 稳定 ,而 且 它 在 了 上 
的 限制 就 是 Ro 中 关于 平面 全 的 对 称 we+。 

GD 设 € H* B. oq 657: 则 ps 策 民 稳定 ， ful 
的 限制 p; = p; le € 0* (3). 此 外 e or 91€ R*: 一 15. 

Gi) 反 过 来 ,对 等 一 1e 0+(3), 存在 sEH* 使 — e. 

为 证 R? 稳定 ,可 利用 下 列 准 则 : 

4€ Rf «»q € R 1(—5457Yy m sq; €R; 
T ar 5:45 确 是 线性 等 距 : 
[2257] ~ lal] Va, 

最 后 :> 一 ss 一 一 s 且 若 ER: 使 (41s) 一 0， 则 有 


9) e Lors) m lC 


因此 
sq — —4s TR. d I 一 59 人 一 22 一 9 

为 研究 e. 和 p., 可 如 上 进行 讨论 ,从 而 可 知 pe 0(3); 只 须 
再 证 we 0+(3)。 由 拓扑 学 可 知 , 因 H* 连通 而 且 肌 射 H* 5s 
(at 54) € 0(3) 连续 ,pe 必 与 It (下 :一 上 得 出 ) 位 于 
O(3) 的 同一 连通 分 支 内 ， 这 一 点 也 可 从 代数 上 证 明 。 “此外” 云 
云 则 可 从 以 下 事实 推出 : 再 中 与 谍 的 所 有 元 素 可 交换 的 ， 显然 
是 只 的 元 素 ，(iii) 可 由 G) 及 8.2.12 推出 。 

8.93 推论 E] p:5 2:1 pe 0+(3) 是 连续 、 满 射 的 群 同 
态 . 且 以 { 士 ]} 为 核 ;特别 是 ，0+(3) 园 胚 于 POR), 

我 们 记得 一 (qc Hia] 一 1); 根据 89.2 GO, 所 求 的 核 
应 使 s€ R B 用 一 1， 因而 必 为 xi o 最 后 群 S 关于 子 群 
ix1) 所 作 的 商 群 引 由 了 等 价 关系 x yy 一 土 f， 因 此 这 
个 商 群 就 是 POR)- 0L 4.3.3.2, 

8.9.4 命题 、 设 二 一 oa 十 1，:E R0, o€ R; 则 旋转 p,& O*(3) 
的 轴 是 直线 Re. 的 转角 gg [0。 xz] 当 a 关 0 时 由 10/2— 


-4 


和 al ZB, fiho e 0 LO m n Bo RXXCT. Re 的 中 心 对 称 

R: 的 不 变 福 是 显然 的 ， 转 角 8 的 计算 则 稍为 复杂 一 些 ;首先 
注意 到 prea 一 papr(e,) 和 ps 有 相同 的 转角 ， 而 因 07(3) 在 
5 上 可 迁 , 故 存在 2 使 cs o— B6 PER, ER fü PI AP sm ob 
进行 计算 . 

p: 的 转角 应 在 COR! 中 去 求 ， 也 就 是 说 应 有 8 一 loi). 
但 又 有 ej — (ar BiDi(a - Bi) (a? -- P) (a 4- Bi)i(a — 
8i) 7 (o? 4- P) [Cot 一 2)1 2a£kl, Mf 


2o deg 2(8/a) 
E 。 
ey 


图 8.9.4. 


8.9.5 8.9.3 和 8.9.4 的 意义 在 于 给 出 了 01(3)， 即 我 们 的 物理 空 
癌 中 的 旋转 的 一 种 参数 表示 ; 这 种 参数 化 的 做 法 在 力学 可 物理 学 
中 都 是 很 基本 的 ,但 部 并 非 易 事 , 既 不 易 找到 、 也 不 易 运 用 ， 例 如 
可 参阅 [BE] 第 136 页 的 Euler 角 , 并 请 写 出 旋转 是 怎样 合成 的 ! 
8.9.5 和 8.9.4 给 出 了 一 种 简捷 的 分 解 算法 。 不 过 仍 有 不 足 之 处 : 
士 1 选择 难 定 ， 如 能 避免 这 一 点 当然 最 好 ， 然而 这 一 点 却 正 是 我 
们 的 研究 对 象 的 一 惠 本 质 属性 ,因为 有 : 

896 命题 。 不 存在 ?的 提升 1:07(3) 一 时 。 也 就 是 使 pef 
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ldo*o: 的 为 能够 或 是 连续 的 ,或 是 一 个 群 同 态 。 
s 


:1 |。 


0+(3) 

Fr 一 = 

eom 

U—uU 

$6 
Ui U 

i Rm 
r 
1 1 -H 1 
让 
. 2—,—7" 
BD 5.9.6. 图 8.9.7。 


XT BUS. HI 0+(3) 中 以 Ri 26 88 OE EGO As HE 8.9.4: 
pT) 一 了 一 S(R 十 Ri), Exc R 十 RiCH 的 单位 贺 周 .而 
B. 8.9.4 的 证 明 告 诉 我 们 ， 限制 跨 射 plT':T" 一 T Zeta R^ 
Ri 一 C 的 观点 下 无 非 就 是 映射 e—. 于 是 ， 假 设 存在 f: 
O*(3)— 9 使 pof 一 ldore。 并 考察 它 的 限 钢 FIT; EP HRS 
态 ， 则 应 有 XId) 一 1 从 而 万 一 1) 一 土 ;， 这 是 因为 如 前 记述 
e( 人 一 D) (GC) — 一 1， 如 果 , 比 如 说 

K-0-i QC Koc THD 1 1, 
则 得 矛盾 ， 现 很 设 f 连续， 而 且 比 如 说 XIa) 一 1 (一 1 的 情形 是 
类 似 的 ); 由 反 函数 的 概念 可 知 p(j(x) ) o x 苞 合 着 f(z) 一 W = 。 
按 尾 例 确定 在 CJR- 上 ; 但 这 样 一 来 , 当 * 在 C 的 上 半 平 面 (或 
下 半 平 面 ) 趋 于 一 1 时 ,f(z) — Y s IT i (或 一 得 出 矛盾 。 
Mff ER FUE, 


LE 


8.9.7 ini] 8.9.2 的 证 明 一 祥 , 我 们 看 到 ， 了 映射 H 34H>ygre H 
是 H 的 等 眶 , 即 是 属于 0(4) 的 , 这 对 所 有 使 | 小 上 一 1 的 sr 
€H* 都 成 立 , 特别 当 ji 一 fiel m 0 时 也 成 立 ， 而 且 , 眼 8.9.2 
(i) 的 证 明 相 仿 地 ,可 证 gir 属于 0+(4),， 实 际 上 ,有 
8.98 ”定理 .映射 . 
TS X $3(s,r)I.—9 (4199547) € O*(4) 

是 连续 满 射 的 群 同 态 ,其 核 由 两 个 元 素 (0,1), C71,1)) 组 成 。 
&99 这 里 当然 要 涉及 8X 只 上 的 直 积 群 的 结构 。 而 

Tss rr Hq) om sare = sar FF = (rT(ss r)orG' un). 
的 核 由 使 s97 一 9 Va RO Gur) PRA 首先 7 一， 从 而 对 
所 有 的 9 ws 二 9， 由 此 可 得 SER, ifs x1, 为 证 + 
是 满 射 , 设 1f€0+(4) B. 名 二 1(1); WE rl9 ,1)E 01(4) 及 
(D(C) 一 1， 从 而 (95'，1)of & 01(3), 但 由 8.9.2 Cii) 
BicG.V Def 一 ps 对 sE H* 成 立 , 所 以 了 == (4s, 1)op; 一 
T(qors $7). 
8.9.0 推论 群 0*(4) 容 有 除 本 身 及 中 心 { 土 Idgt} 外 的 其 它 
正规 子 群 ,比如 说 eC x {1})，r({1) x 5), 特别 地 ， 

OT(4)/{ tde*} 


是 非 单 的 。 . 
&9.1 : 注 。 至 此 ,从 8.5 起 进行 的 OG) 的 单 性 的 讨论 已 可 告 
vH 2 

SEVERE. O'() 几乎 是 一 个 直 积 。 真正 是 一 个 直 积 的 是 
正 交 射 影 群 PO'() 
8.9.12 PO+(4)  p(s( 9 XI)) X p(r({1} x $)), 

从 几何 观点 来 看 ,8.9.12 有 许多 有 趣 的 推论 ,参见 18.8.8. 关 于 

四 元 数 在 几何 中 的 其 它 应 用 ,可 参阅 一 本 很 有 趣 的 书 [VL T. 
&913 问题， 在 复数 域 C 上 可 深 人 研究 0+(2)， 在 四 元 数 体 上 
可 深入 研究 91(3), 0+(4)， 这 样 ,特别 就 可 浇 利 地 给 出 0*(2), 
Q*(3) 和 O*4) 的 参数 表示 。 怎样 给 出 0+(n) 的 参数 表示 ? 
Clifford 代数 提供 了 答案 ;参见 8.10.3， 

. $2 * 


810 O*(n) 与 代数 拓扑 


8.10.1 我 们 用 本 节 来 为 8.2.14 提出 的 讨论 纲要 作 一 终结 ;以 下 内 
容 若 要 透彻 了 解 , 似 应 具备 初步 的 (多 些 更 好 ) 代 数 拓扑 知识 ,我 们 
不 加 说 明 地 指出 ，0+(a) 是 C" 微分 流 形 ,而 且 是 Lie 群 ; 8.10.4 
中 特别 用 到 了 Lie 群 的 技巧 ， 

8.10.2 ”作为 特例 ,我 们 已 经 看 到 0+(2) 就 是 圆周 5 0+(3) 就 
是 实 射影 空间 PR). 我 们 指出 ， 根据 8.98, O*(4) 可 看 作 
(9 x $)/Z,, th [PO] 的 推论 13.60 则 可 知 0*(5)》 与 Hes 
由 [PO] 的 命题 13.61, 则 可 知 O* (6) 与 C' 有 关 , 也 可 参阅 [DE1]， 
第 106 一 116 页 ， 最 后 ，0+(8) 产生 了 一 种 “平凡 化 现象， 原因 
是 外 自 同 构 群 Aut (0*(8)) 关于 内 自 同 构 群 Iat(O*(8)) 所 作 
的 高 群 


Aut(0*(8))/Int(0*(8)) 
同 构 于 对 称 群 6.; 参见 [CE2] , 第 119 页 。 
&16.3 dB, BAA 0+(2) 从 抵 扑 上 说 就 是 圆周 8 它 的 基本 
TÉ (0*2) ABIIT Z。 相 反 地 : 对 所 有 的 n2 5, 
mm(Or(o) ^ Z,, 

DESEMECIEEEETN-EPET E LAETI 
对 a 3, ifie 3 的 情形 以 及 如 下 所 作 的 同 伦 芷 合 序列 推 
出 。 将 球面 g* 表示 成 齐 性 空间 9 一 0+(n + 1)/0* (0) 《参见 
15.9 或 8.2.8)， 再 作出 相应 的 纤维 化 的 同 伦 正 合 序列 ， 从 几何 上 
看 , 找到 ma(0+(3)) 从 而 也 就 是 m(0+(x)) 的 一 个 非 零 元 索 是 
很 有 意思 的 。 但 8.9.6 的 证 明 已 经 提供 了 答案 , 表 阴 RU 中 绕 定 轴 
的 旋转 全 体 ， 即 圆周 了 是 O*(3) 中 一 个 不 同 伦 于 0 的 圈 〈 因 为 
$33), &3UB. 由 于 ma(0*(3)) 一 Z， 所 以 了 完了 两 图 之 后 
是 同 伦 于 0 的 ， 对 此 可 以 用 两 种 方式 来 作 解释 ， 一 种 是 做 一 条 纸 
带 。 另 一 种 是 拿 一 只 汤 盘 来 作 实 验 : “实验 者 手中 水 平地 持 一 汤 
盘 , 将 其 绕 过 盘 心 的 垂 线 旋转 2o 角度 .这 时 他 的 手臂 必然 要 转动 ， 
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这 是 一 砷 扭转 ， 令 人 泡 惊 的 是 , 若 以 同一 方式 、 沿 网 一 方向 作 第 二 
次 旋转 , 则 手 避 又 会 回 到 初始 的 位 置 (而 并 非 扭 转 两 次 ))”《[PO1 
第 2 页 ); 参 见 图 8.10.3 和 8.10.4. 


可 是 关于 mm(O+(>)) 还 有 一 个 更 为 基本 的 结果 。 事 实 上 群 
G ~ 0*(2) 定义 了 一 个 单 连 道 的 拓扑 空间 ， 即 其 泛 履 盖 空间 G. 
于 是 我 们 知道 ， 6 的 们 结构 通过 提升 提供 了 避 上 的 一 个 谷 结 绝 ; 
这 样 。 对 每 个 = NUES -从 几何 群 OG) COLO?) eis 
OUO. 由 此 就 产生 了 一 个 问题 ; 这 个 抽象 群 能 实现 为 几何 沦 


io dh ~ 3 时 ,我 们 已 四 四 元 数 体 Hoe 67037, 以 其 作为 
H — R' 中 的 乘法 ;那么 ,在 > 3 时 是 什么 东西 在 起 四 元 数 体 的 


作用 昵 ? 是 Clifford 代数 ,而 Or 则 称 为 族 量 群 ;以 上 所 有 
内 容 均 可 参阅 [PO] 第 13 章 和 [BI 2]$9、 也 可 参阅 13.7, 14.4 
中 提 到 的 文献 

我 们 看 到 ,前 述 讨 论 中 并 没 方 导出 旋 重 的 村 念 ,这 一 点 是 耐 人 
寻味 的 ; 旋 量 表 未 是 Elie Cartan 在 1913 年 研究 0+(#) 的 Lie 
代数 的 本 原 不 可 约 线性 表示 的 分 类 时 发 现 的 。 ”在 进行 这 一 分 类 
时 ,其 中 有 一 类 是 前 所 未 知 的 , 而 且 它 的 维 数 出 平 意料 地 竟 是 2". 
相反 地 ，Clifford 却 是 在 1876 年 企图 将 8.9.2 和 8.9.8 这 样 的 理 
论 推 广 到 更 高 维 时 找到 他 的 代数 的 . 
810.4 ”至 于 0*() 的 代数 拓扑 的 其 它 经 典 不 变量 : 同调 群 , 上 
同调 环 ， 这 些 都 已 完全 研究 清楚 ， 可 参阅 [B01] 或 [HU], 第 
92 一 95 ji. 


8.11 定向 欧 氏 空间 的 典范 体积 形式 。 混 仿 积 ,向 量 积 


我 们 还 记得 , 若 ”一 dimE， 则 有 A"E* 一 1 (参见 2.72.11), 
3111 引 理 。 若 了 是 欧 氏 空间 。 则 如 B* 具有 一 个 典范 欧 氏 结 
构 ( 即 有 一 范 数 ) 定 义 如 下 : 

Well ons els . 
其 中 。 是 如 BE* 的 任 一 元 素 , (ei) 是 互 的 任 一 标准 正 交 基 。 

由 于 we hrE* 由 它 在 E 的 一 个 基 上 的 值 所 决定 ,所 以 只 须 证 

明 对 任何 两 个 标准 正 交 上 总 有 pense eae] 


5 


即 可 ; 然而 若 je GL(E) di i(e) 一 “天 一 1 所 定义 。 
则 有 
(eis ttes) 7 (detf)a(eis ace) 
但 由 8.2.1 有 detf 一 x1, 
5.12 附注 ,更 一 般 地 ,对 任 可 p, 外 代数 A?E*。，A?E, 张 量 代 


3 Ó ELO Br, 对 称 代数 Ó E, Ó Br 都 具有 从 瑟 的 欧 氏 结 构 自 
AMORE: 参见 [812], 第 LIS 页 ， 在 本 书 中 我 们 只 用 
到 hoB* 的 情形 。 

81.3 定义 ， 设 因 是 定向 驳 氏 向 景 空间 ;元 球 Ane MET 称 为 
瑟 的 典范 体积 形式 ,如 果 在 8.11.1 的 意义 下 有 al 一 1 而 且 它 附 
属于 二 的 定向 (参见 2.7.2.2)。 * 一 3 时 也 称 为 混合 积 ， 有 时 记 为 
(Qs 

设 了 是 欧 氏 向 量 空 间 ; 由 (cose) -> Cas eL 定 
: 义 的 映射 部: Be Ru 称 为 卫 的 典范 密度 ,其 中 o 是 在 任 一 定向 
下 的 典范 体积 形式 。 

换 一 个 说 法 ,ls 和 56 具有 以 下 特征 
8.11.4 ba(c :see) 一 1 (相应 地 。lz(cs seo) 一 1) VR 
准 正 交 基 (相应 地 , 正 向 标准 正 交 基 ) Ce), 

本 然 各 在 0(E) 下 不 变 ; 而 1 则 在 O*(E) 下 不 变 。 
S1LS 为 了 计算 (nsu), AISDE Gram 行列 式 。 设 
ERUREGEBI, (us, 是 中 ?个 元 素 所 成 的 于 集 ， 下 述 行 
列 式 称 为 《x;) 的 Gram 行列 式 , 并 记 为 Gram(n, sia nj): 

Gram(x,-- *, x,) 7 det((xi|x;)) 
EFFORT 


MODEM EO 


la) Gum dtl! 
8.11.6 $E, 对 E 的 任何 子 集 (ndnsa E. Anson) 
(Gram(n, ,xa) 


A C) 是 任 一 标准 正 交 基 ， 
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fe GL(E)|fCe;) — x, Vi — 1l, 
di 4 二 M(f) 是 1 关于 (ei;) 的 矩阵 ， 由 引 理 S22 有 
Gram(3,,-*-, x,) = det(*44) = (det4)! = (deis 
由 此 即 得 
Bf(za "> Xa) — |detflOs( ess cn) — ldetf|. 
$117 例 。 取 x.y€ E JEX8 8.11.6 应 用 于 欧 氏 空间 
V—Rrc Ry 


我 们 有 
(x3 y) 77 (Gram(z, y) 
因此 Gram(z,y) 20; fAif 
lx Cub»! 
| 下 zi 一 "n 
TEREFT Verl? — GI») 
这 样 就 证 明了 Schwarz 不 等 式 (参见 8.1.3)。 iB. 88.63 有 


8,5, 3) = 和 (RE R7)lztlyl, 
其 中 含有 两 条 直线 Re Ry 的 (无 定向 ) 夹 角 的 信息 。 
对 于 三 个 向 县 ,读者 可 真 接 证 明 行 列 式 Gram (x, yz) 便 为 
正 的 ， 
以 下 讨论 向 量 积 ， 对 于 三 维 空间 中 所 有 涉及 物理 世界 的 研究 
来 说 ,这 是 级 其 有 用 的 。 


以 下 设 E 是 定向 的 。 
$1L8 命题 ， 设 三 的 维 数 53, 若 已 给 定 E 中 4 一 1 个 向 量 
(zi)iatw…a-1。 则 存在 E 中 唯一 的 向 量 , 记 作 x Act Axeae B 
Vy€ ErG Acc Axsaly) 一 a ns tna); 

称 之 为 x: 的 向 量 积 。 它 有 如 下 性 质 : 

人) E Gs na) At ARSGEE 是 交错 多 和 
线性 的 (从 而 是 反对 称 的 ) 

(Gi) n Ac Az m 0x, 线性 相关 ; 

Gi) & A Asa € (Rs + c Reus 

(iv) E Gn) 线性 无 关 , 则 nsa xen x Act Aat 是 


(51 


Ey 


Gram (z, y) 一 


[:] 


互 的 一 个 正 基 : 
G) | A Agsall = (GramQns xn) 
一 Sg saRu stas 


(i) m Acn Age VA Gi) Ge). (v). 三 条 人 性质 作 为 特征 。 


XX; 


图 8.11.8.- 


存在 性 和 唯一 性 都 可 由 8.1.8.1 推出 。 (0) 则 是 Xs 交错 多 重 
线性 的 推论 ，(ii) 的 舍 部 分 是 显然 的 ;对 过 部 分 , 若 *, 线性 无 关 ，、 
则 可 添上 x 使 之 成 为 一 个 基 , 于 是 有 

Gn Act Assis) m Agmen) 50, 
得 出 矛 秆 ， 为 证 (Q0. 00 2.7.2.2 得 
Lam ses A Aga) m d Ac Assum 0. 
为 证 (v0), 4 2 一 人，… 人 x+。-1， 关 注意 到 
{z| 区 一 0 Vi—l,. ,no 1, 
另外 ,根据 Gram 行列 式 的 定义 : 


Gram{( zs ste 4,2) — Gram( zs: , zo) sl, 


因此 

Gans taz) = el Gram( ts. rns 2) 

一 Gram(a xa) |s 上 《参见 8.11.6), 

最 后 ,为 了 证 明 Gu),Qv), (v). 构成 向 恤 积 的 特征 ,只 须 蕉 让 

x, 线性 无 关 的 情形 (否则 出 现 的 是 零 向 量 ) ,这 时 
dim( 及 xz + .+ Rr, 一 1， 
于 是 仁 这 条 思量 直线 上 (v) A8 Qv) og TUE - B9 E, 
IA 


&1L9 it, 2 一 2 时, 起 向 量 积 作用 的 是 映射 E331 060 € 
五 ， 即 五 中 以 直角 为 转角 的 旋转 : 参见 8.3.12 和 8.7.3.5。 

访 量 职 的 概念 提供 了 一 种 把 标准 正 交 基 (elena 扩充 成 
一 个 标准 正 交 正 基 的 很 方便 的 方法 。 实际 的 计算 将 在 ”811.11， 
8.11.12 给 出 。 
8.11.10 具体 计算 ， 设 (e) 是 互 的 标准 正 交 基 , 和 矩阵 

一 (一 人 人 1 
是 在 该 基 下 以 o; 为 列 向 量 的 矩阵 , 则 
8.11.11 n A Axa 的 第 ;个 坐标 一 (一 1) "der, Eb a, 
表示 在 4 中 去 掉 第 i 行 后 所 得 出 的 方 阵 ， 为 证 明 这 一 点 , 令 

=mA A m nur ny) 


并 按 行列 式 的 最 后 一 列 将 行列 式 展开 : 


(ly) = (st ze y) 


|utttXwa i0 


mist tfe a Ya 
— $i (ym ydeta, 一 3 yn 


上 式 对 任何 3 都 正确 这样 就 证 明了 上 述 结论 ， 比 如 说 * — 3 时 


就 有 
8.11.12 

a at be — e 

外 z ;OXRAY— [s 一 » 

5 e wb. — a'b, 
$1.13 BE, R' (具有 欧 氏 结构 及 典范 定向 ) 中 的 向 量 积 使 
我 们 能 很 容易 地 写 出 两 个 纯 四 元 数 *,ye RCH 的 乘积 (因而 就 
可 写 出 任意 两 个 四 元 数 的 乘积 ); 由 8.9.1 和 8.11.12 有 


一) 十 xAy， 其 中 (zx17) ERCH. 


2 一 


39 


812 练 习 


8121 设 E 是 有 限 维 实 向 量 空间 ， 和 由 是 EF 上 的 两 个 欧 氏 结 
构 ，GCGL(E) 是 E 的 线性 群 的 一 个 子 群 ; 假使 G 是 不 可 约 的 
(参见 8.2.6)。 证 明 若 GCO(E, 9)mnO(E,$)《〈 即 车 G 的 每 一 
元 素 都 使 和 中 不 变 ), 则 9 和 由 成 比例 (利用 13.5), 

8122 8215 的 几何 证 明 ， 为 证 1€ O(E) 具有 一 条 特征 直线 或 
一 个 特征 平面 ;考虑 一 点 *e SCE) 使 EGO — e| 极 小 ， 并 证 明 
zsf(x) 和 PG). 处 在 同一 平面 内 (参见 9.3.2 并 利用 18.4). 
8123 8215 的 微分 证 明 。 在 与 8.12.2 相同 的 情形 下 , 通过 算出 
映射 


S(E) 339 G9) 一 州 ER 
在 < 的 导数 为 零 (参见 135.7.2), 证 明 z 和 /(%) 的 平面 在 f 下 是 
稳定 的 
8124 ”直接 证 明 贺 周 是 弧 连 通 的 . 
它 与 自身 的 伴随 自 同 态 可 交换 “fof 一 f (参见 8.1.8.6). 证 明 
8.2.15 对 正规 自 间 态 也 成 立 。 对 此 也 可 参阅 13.5.7。 当 : 
dimE —2 ? 


时 ,正规 自 同 态 是 什么 ? 

8.12.6 在 dimE = 2 时 ,确定 所 有 连续 的 同 态 R— GO(E); 画 
出 相应 的 轨道 (参见 9.6.9)( 利 用 8.3.13)。 

&i2.7 证 明 : 对 任何 EN* 和 ac2(E), $(E) 中 的 方程 
nx 一 4 恰 有 ”个 解 。 在 一 个 圆周 上 分 别 对 某 个 a 和 = 一 2,3,4， 
5 表示 出 这 些 解 . 

8.12.8 三 角 公 式 汇编 ， 在 下 列 待 证 的 公式 中 ,整数 we N 和 其 
中 出 现 的 实数 都 是 任 取 的 ; 按 常 例 令 


2. 609 


/ 
人 ye-(5 Jem) ig?ta-.- 


nac n n 
1 (2) ke D yea be 
cosq 十 cosb — 2cos th co D, 
2 2 
cosa — cosb — —2sin 2 LP ig 一刀; 
2 2 
写 出 相应 的 正弦 和 差 公式 ; 
g(a + 6) = e+), 


cosa * cosb 


证 明 ecost -- enr, € R 的 最 大 值 是 We -- P 对 使 
at+b+e=r 
的 正 数 a, b.c, WEE: 
sina -- inb + snc — 4cos T cos cos 5, 


2 2 


cosa + cosb 十 cose — 4sin 2 sin P sin 5; 
2 2 2 


Qa cFEP-G Ec gae gb. Re. 


a b 
wg 5okgg ag ^okog Tog 
SC TI VE 


-OMSEIS Quot adis. 
- H 24 2 3 
oo i PI —LN 21d 十 W 


a 
sin (六 十 开本 
1 十 cosa -b t 十 cosa 一 2 cosa. 
un 2 
sin < 
a 
sin(z D 
sina 二 :十 sina 一 sin "4, 
ur 2 
sin 2 
sin 7 sin 29... sin (6 — Dr uas: 
2 


rn 


1 osn2oo, 


ecosa 十 c083a 十 …: 十 cos(22 — 1)a — — ———5 
2 sna 
inl 
sina 4- sinda + + sin(2a — 1)a c 24; 
sing . 
sina 


. a a a 
lim cos 二 cos 一 cos 二 一 <. 
M02 0004 PP 


8.129. R: 中 的 向 量 积 ， 证 明 下 列 公 式 (对 于 任何 a. b.e): 
4aA(2Ac) 一 (elc 六 一 (al2)cs 
{aAbsahcsbhe) m Gas dsc), 

{a AB) A(a Ne) = (a,b. c)a. 
证 明 R^ x Rs 3 (2,5))—2 A2 € R 连带 上 加 法 使 R? 成 为 

一 个 非 结 合 代数 ,而 它 满足 Jacobi 二 等 式 

aA(bAc) + &ACe Aa) tt cA(aAb) "m0, 
也 就 是 说 是 一 个 Lie 代数 。 
78 0.4, r 分 别 是 到 三 个 坐标 平面 上 的 投影 ,证 明 
lla ABI — Gram(p(a), p(8)) + Gram(a(a), 9(5)) 
+ Gram(r(a), r(5)). 
试用 平行 四 边 形 的 面积 来 解释 上 式 ( 见 图 8.12.9)。 写 出 在 *# 维 空 


I. 


[ 8.12.9。 


» 625 


疗 中 关于 Gram (2,7755 95) 的 推广 公式 Lp Fo 都 是 任意 的 )。 
讨论 方程 Aa 一 5(a， 4 已 给 定 ) 的 解 集合 的 存在 性 及 性 质 ， 
$1210 在 3 维 欧 氏 向 量 空 间 中 、 设 4, 8 是 两 条 半 直 线 且 Bv 
一 4， 则 在 4, B 所 决定 的 平面 上 作为 介 于 4. B ZB) A, BOE. 
分 线 的 这 条 半 直 线 称 为 4, B 在 空间 的 平分 线 参见 8.7.5.2 和 
8.7.3.3)， 设 已 给 定 三 条 半 直 线 5, T, U. SOR Z ACERBA 4。 了。 
C, lE SE A, B 的 平分 线 , 工 是 了， C 的 平分 线 ,而 是 C4 的 
平分 线 ，。 对 更 多 的 半 直 线 讨论 同样 的 问题 . 
8.12.11 于 的 自 局 构 ， 证 明 H 的 每 一 自 司 构 都 形 如 
aa) 十 e(Z2(a)),. Xt o€O*(3). 
8.12.12 具体 计算 旋转 的 合成 ， 龙 其 是 12.5.5.3 中 由 坐标 给 出 的 
二 十 面体 的 3 阶 及 5 阶 旋转 . 
5.12.13 ”证 明 一 个 紧 群 的 有 限 维 线性 表示 总 是 半 单 的 ， 即 : 设 
GERE. Go GL(V) EG 到 有 限 维 实 向 量 空间 V 的 线性 群 
GL(V) 中 的 同 态 ， 则 若 存在 向 量子 空间 w CV 使 f(g)(W) 二 
W Vge G， 试 证 存在 直 和 V —waoz 使 
Je)(Z) 一 Z veeG. 
81214 Zi (ejes 是 ” 维 欧 氏 空间 的 标准 正 交 基 , 具体 写 出 
如 8.4.1 所 述 的 对 0(w) 中 如 下 定义 的 元 素 了 的 约 化 : 


Ke 7 6a 1 


63 € 


第 9 章 欧 氏 仿 射 空间 


本 章 讨 论 ( 至 少 在 2 维和 3 维 的 情形 下 ) 项 腾 人 的 古风 几何 学 
以 及 我 们 今天 的 物理 世界 中 所 磁 到 的 空间 。 由 于 这 种 结构 的 内 活 
报 为 丰富 , 且 已 历经 多 千 年 的 研究 ， 所 以 材料 很 尘 杜 ,我 们 势必 要 
有 所 选择 ,本 书 选择 的 原则 是 : 有 尽快 地 引出 基本 的 结论 ,时 常 洽 出 
一 些 看 来 简单 有 却 而 实际 上 证 明 很 难 的 结果 ， 服 后 还 要 介绍 一 些 
与 讨论 内 容 很 接近 ,但 更 为 困难 而 且 至 今 尚 在 研究 之 中 的 问题 。 

前 三 章 除 介绍 一 些 基本 结论 并， 还 在 9.2 节 给 出 了 具体 计算 
距离 的 公式 ;其 中 Gram 行列 式 起 了 重要 的 作用 ,在 9.7 中 也 还 将 
感到 这 种 行列 式 。 

94 34693 节 中 关于 平面 等 跑 结构 的 结论 用 于 内 楼 于 一 个 
西 多 按 形 的 所 小 周 长 多 按 形 问题 ， 并 联系 到 台球 (弹子 ) 或 光线 的 
轨道 问题 3 这 在 某 各 意义 上 是 与 台球 遍历 性 问题 相对 的 问题 。 

9.5 节 讨 论 相似 性 并 给 出 一 些 并 非 显 号 的 特征 ,其 中 特别 包 撕 
Liouville 定理 。9.6 节 利 用 平面 相似 求解 几 个 具体 问题 。 相似 分 
逢 ,两 个 加 的 双重 委 足 轨迹 。 对 数 琛 线 。 

后 面 七 节 肉 容 较 杂 , 是 为 以 后 的 内 容 作 一 些 准备 的 ;但 其 中 介 
绍 的 概念 仍 是 很 基本 的 。 第 9.7 节 讨 论 若干 点 的 相互 距离 的 关系 
式 , 并 提 及 欧 氏 份 射 空间 的 姨 度 量 分 类 问题 ;这 里 Cayley-Menger 
行列 式 是 一 个 重要 的 工具 . 第 9.8 和 节 研 究 使 已 给 子 集 不 动 的 子 群 ， 
尤其 是 群 的 暴 性 与 一 个 公共 不 动 点 的 存在 性 之 间 的 关系 。 第 9.9 
节 讨论 曲线 的 长 度 以 及 两 皮 网 的 最 组 路径， 第 9.10 节 中 ， 利 用 向 
分 学 把 距离 芳 数 关于 庙 点 求 导 并 介绍 相应 的 应 用 ， 这 就 是 第 一 变 
分 公式 。 第 9.11 节 把 度量 推广 到 空间 的 所 有 和 紧 子 集 的 集合 上 , 这 
就 是 Hausdorff 距离 , 它 在 第 12 章 将 起 重要 作用 。 第 9.12 节 定 
义 欧 氏 仿 射 空间 的 典范 测度 ;由 此 特别 就 可 引进 紧 集体 积 的 概念 。 


TE 


eu 


而 这 种 体积 正 是 我 们 最 常用 的 ; 第 12 章 还 会 讨论 这 个 问题 。 最 
后 ,第 9.13 节 介绍 Steiner 对 称 , 它 在 历史 上 和 曾 起 过 重要 作用 ,而 
且 在 等 周 不 等 式 的 证 明 中 也 要 用 到 (第 12 章 ); 在 该 节 中 则 已 重 助 
手 这 种 对 称 证 明了 Bieberbach X fo A. 

关于 练习 ,除了 本 阐 末 给 出 的 习题 外 ,建议 谈 者 浏览 一 下 为 数 
众多 的 文献 : [HDI], [HD2], [R-CI], [R-C2], [I-R1, [D- 
C1], [FL], [PEL], [CR11; 其 定 有 些 图 形 之 精采 是 无 可 置疑 的 ， 


本 章 中 :除非 另 作 声明 , X 总 表示 一 个 殉 氏 念 射 空间 ; ”一 
dimX 则 是 它 的 维 数 。 


91 定义 ,等 距 . 位 移 


9L1 定义 ， 欧 氏 仿 射 空间 是 指 一 个 仿 射 空间 OS X), Em X 


zy 一 yl 定义 的 度量 空间 结构 


, 
CoL 


图 .9.1.1， 


9..11 严格 的 三 角形 不 等 式 ，xz 一 xy 十 yz 的 充 要 条 件 是 
2€ [z, yl, BI = 位 于 以 *，? 为 端点 的 线 股 上 (参见 34.3)、 这 可 
由 8.1.3 喜 接 推出 。 
912 注 。 度 量 空间 的 括 扑 就 是 2.7.1.1 中 X 的 典范 拓扑 ， 若 SC 
X 是 X 的 ( 仿 射 ) 子 空间 ， 则 $ 由 X 处 继承 一 个 自然 的 欧 氏 仿 射 空 
isis, 

n 维 标准 欧 氏 空间 是 指 X 一 Ro, Rub X — R^ 是 维 标准 
欧 氏 向 量 空间 : 见 8.1.2.2， 两 个 欧 民 仿 射 空间 X,Y 之 间 的 等 距 ， 
是 指使 了 成为 等 耻 的 双 朱 FX -了 。 即 4060. 162) 一 4G 3) 


C655 


Vx,y€Xi 每 个 = 维 欧 氏 仿 射 空间 都 等 距 于 标准 空间 R"。 为 说 
明 这 一 点 , 取 世 的 标准 正 交 标 架 (e) 并 定义 大 一 及 " 为 
f(s Xxx) Go 


这 说 明了 “yw 维 欧 氏 空间 "这 个 名 称 也 是 言 之 有 理 的 ， 但 我 们 仍 将 
很 审 异地 使 用 这 个 名 称 。x 的 平移 T(X)， 更 一 般 地 说 。 凡 是 使 
jeo(X) 的 £e GA(X) 都 证 X 的 等 距 ， 它 们 的 全 体 记 作 Is(X) 
{参见 0.3), 因为 由 2.3.2 和 8.1.5 有 4G, 1G) ll GOTGO TL 一 
VC) 一 Merl d(x y)， 事 实 上 DO. 中 已 并 无 其 它 元 素 : 
9.1.3 命题 。 设 X2. Wi felsQ) 的 充 要 条 件 是 fe GAQO 
且 feo), EN 

猎取 a 6X, Mr 一 rose 是 以 Gà 为 平移 向 量 的 平移 , 则 
g—goféls (X) 从 而 T(Z)CK(X)。 只 要 证 明 ge 0(Xs) BI 
可 ， 但 若 利用 等 距 的 定义 及 8.1.2.4 在 X, 中 进行 计算 ,可 得 出 
(gC) lely)) — (|y) Yr，y eX 得 由 8.1.5 即 可 知 ge OQ). 
9.4. 命题 . 令 Iss(X) — (61s Q0: e 0*00); I*(X). ( 相 
应 地 ,Is-(X)) 的 元 素 称 为 位 移 ( 相 应 地 ,首位 移 ). 对 任 一 eeX。 
相应 地 有 一 个 半 直 积 

Ts(X) = T(X)IsQX) (或 Is+(X) = T(X)IsZ(X)) 
和 一 个 集 论 意 义 下 的 乘积 
I-(X) = TX) X Iz; 

Kb, f] 诱导 出 一 个 群 同 构 Is(X) 一 000) GR ISCO 一 
O*(X)), dk GA(X) 诱导 的 拓扑 下 (参见 2.7.1.4), 空间 Is(XO) 
恰 有 两 个 韦 通 分 支 ls+(X)。Is-(X)， 而 且 它 们 还 是 驱 思 通 的 。 

Is+(X) 弧 连 通 的 事实 为 1f€ Is+(X) 取 名 “位 移 ” 提 出 了 理由 ， 
因为 这 样 就 存在 P:[0。1] 34F_> ls+(X) 连续 且 使 F(0) 一 Idx， 
Fü)-h 于 是 这 个 是 X 中 的 一 个 位 移 ,而 它 正 是 j。 如 果 把 
FU) 作用 于 X 的 一 个 国定 子 集 C， 并 画 出 CGO 一 F(z)(C), f 
况 就 更 直观 了 . . 
9.15 所 以 可 将 XX 写成 一 个 并 性 空间 Xo COfls GO 


，66 。 


E 9.1.4. 

{a 是 给 定 的 )， 这 -- 写 法 往往 比 另 丙种 写法 XX 一 X。 和 X 一 
GA(X)/ GAAX) R 2o Eris 后 面 的 第 一 种 写法 是 仿 射 空间 的 定义 。 
迷 向 群 为 零 , 第 二 种 写法 中 迷 向 群 GA.(X) 稍 大 一 些 ,而 Ise(X) 
是 紧 的 。 不 过 ,就 下 注意 义 而 言 ，Is(X) 仍然 是 相当 大 的 : 


9.1.6 命题 ,Is(X) 在 X 的 标准 正 交 标 架 上 是 单 可 迁 的 ,而且 它 
在 下 述 意 义 上 在 X 上 双重 可 迁 (参看 145): 不 论 as 5 ns 是 
x 的 怎样 四 个 点 ,只 要 a?! 一 ob, 就 必然 存在 fe Ts QD f IG) 
2.0) — FLGEBUH dim X 一 2 和 fe1s*(X)， 则 这 样 的 1 是 
唯一 的 、 
这 一 命题 可 由 8.2.7 推出 。 

9.1.7 附注 。 刚才 特地 提 到 欧 氏 仿 射 空间 上 群 ISCXO 的 双重 可 
迁 狂 ,是 有 如 下 原因 的 : 这 一 条 件 表面 上 看 起 米 很 弱 , 实 际 上 却 是 
很 强 的 。 稍 为 附加 一 些 正则 人 性 条 件 以 后 ， 等 距 群 双重 可 迁 的 度量 
空间 是 我 们 所 完全 掌握 的 ， 除 欧 氏 伪 射 空间 外 。 在 本 书 中 还 会 三 
到 另外 三 种 空间 第 18 章 的 球面 ， 第 19 章 的 实 射影 空间 和 观 ， 
_ 空间 。 此 外 还 有 复 射影 空间 ,四 元 数 体 ， Cayley 八 元 数 的 射影 并 
面 以 及 它们 对 应 的 非 紧 空间 。 关 于 这 方面 的 较 新 的 参考 资料 是 
[BU2] 第 95 页， 也 可 参阅 [B-K] 第 117 页 和 TPV2]. 
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92 正 交 子 空间 ;距离 


921 RRLEBEX. XP XE) TAE. EXGEAME, 


n 


f6 、 宝 向 角 等 概念 时 ,都 把 它们 看 作 台中 坦 应 方向 的 对 应 概念 , OE 
如 对 于 的 定向 走 线 所 作 的 一 样 。 举例 来 说 。 若 D，D' 是 xX 的 
两 条 直线 * 则 它们 (在 [0，x/2] 上 的 ) 变 角 就 是 DD' 一 DD: 两 条 
正 交 直线 则 记 为 DLD'. - 

922 命题 。 设 5 是 子 空间，* 是 其 中 一 点 ， 则 存在 唯一 的 子 
STRONG 并 使 X $07. 点 y= Sf 人 MT (参见 2.4.9.4) 的 
特征 是 sy 一 d(x, S) 一 inf {xx:z € 8}， 该 数 称 为 * 到 5 的 距离 
《参见 0.3)。 距 离 xc 是 中 离 yz 的 严格 递增 函数 ， 


由 于 (区 | 路) 一 0， 有 (参见 8.1.3.0， za 一 ay! 十 yz IH 
数 zx-> 1e? 是 严格 递增 的 


. 图 9.2.2. . 
923 注 。 下 上 可 网， 对 于 x 中 三 个 不 同 的 点 x. y s. 恒 有 ; 
zy ys ooh e (n, 四 上 (ys)》; 这 就 是 “Pythagoras SE", 
在 欧 氏 几何 的 公理 体系 下 ,其 证 明 是 相当 繁 元 的 。 

9.4 ”投影 与 对 称 ， 在 X 中 国定 一 个 子 空间 5, 命题 9.2.2 提供 了 
一 个 映射 rs: X 一 3， 其 中 p(x) 表示 9.2.2 中 唯一 的 y。 这 个 


说 rsGe) 是 x 和 oslx) 的 中 点 ) 定义 的 映射 vs:XS 称 为 关于 
3 的 对 称 ; sse IE(X)， 反 之 ECX) .中 的 每 一 对 合 都 是 某 个 os， 
XOGE S RG&EARO T 3|] 2$ 5 是 超 平 面 (相应 地 ,dim3 一 dimX 一 
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在 对 合 的 情形 ， 一 定 有 一 个 不 动 点 ;因为 当 P — 14. 时 
古人 在 f 下 不 动 ; 因此 就 归结 为 殉 括 向量 空间 中 的 类 似 问 
题 ,对 此 可 应 用 8.2.9。 

egt 
[. 


9.2.4 


925 ”两 个 子 空间 的 距离 . 设 5, 了 是 两 个 子 空间 ; 令 (参见 0.3) 


然 存在 ve 8, +ET 使 4 一 d. T) 这 一 点 对 的 特征 是 Ye 
(DnQ Gi snT-g) 这 一 点 对 唯一 的 充 要 条 件 是 
&n T = (o). 

请 读者 自行 用 代数 方式 证 明 存 在 性 ;因为 也 可 利用 紧 性 加 以 
证 明 .根据 9.2.2, debere (2^0 CT)7 是 必 不 可 少 的 ; 反 过 来 ， 
若 满足 该 条 件 。 设 nes. ye T 是 任意 两 点 , 5' 是 由 :作成 的 平 
行 于 8 的 于 空间 (参见 2.4.9.2), f y — ne GO. REB Cy |y) 
0 因此 zy > sy men ER. 唯一 性 的 准则 仍 是 2e (^n 


1 


GC) ES 
5p s! dS, T), 

RB sp iren, 
9.26 具体 计算 ， 下面 给 出 一 些 公式 ， 用 它们 可 以 解决 一 大 批 常 
必 的 计算 问题 ,特别 是 对 3 维 的 情形 .我 们 并 未 用 标准 正 交 基 和 坐 
讨 进 行 计算 ,在 那 种 情况 下 的 公式 可 愉 下 列 公式 及 8.1.2.6, 8.11.5， 
8.11.11 推出 。 互 已 被 定向 ,以 便 应 用 8.11 整 节 ， 

9.2.6.1 设 3 是 X 的 子 空 间 ， zx 和，!{ 坟 jcour 是 5 的 一 个 
标 架 但 不 必 一 定 是 标准 正 交 基 ; 则 

9.26.2 Po 5) = NUES 


一 
Gram (xig, c sax) 


E Ax 


图 9.2.6.2. 
事实 上 , 设 y ons). 根据 8.11,6, 在 Gram 行列 式 的 一 


个 向 量 上 加 上 其 余 向 量 的 线性 组 全 后 ，Gram 行列 式 保持 不 变 ， 
特别 就 有 


Gram( Rr, Er x) = Gram(zy， uaa AE. 
但 在 8.1.8 (v) 的 证 明 中 我 们 已 知 后 一 项 等 于 
llGram(ma, ss ari). 


9.26.8 j& H--[^(0) 是 X 的 超 平面 , 其 中 fe4(X; R) 
(参见 2.7.3.1), 则 对 * EX 有 有 


m 


9.164 - d(s, H) = UD, 
"m 
其 中 表示 GD* 中 的 典范 范 数 (参见 8.1.8.2)， 
事实 上 , 设 yo; 则 有 f(y) 一 0。 由 此 即 得 f(x) 一 
iG) 一 Ka 2162. 但 IGI = 1G*1921 = T? = 
Ws sy, ROBEDO yre P 从 而 x 中 的 向 量 I 与 好 Rt 
例 的 。 此 可 应 用 8.1.8.1, 8.1.8.2 和 8.1.3, 


9.265 3j; D,D' CX BINA EUR. a, 8 ED, a, ED 
则 有 


Gram(aa' , ab, ab) 
Gram(aó, db" ) 
引进 s,t 使 st 一 (D, D') 则 可 与 9.2.6.1 相仿 地 说 明 上 式 。 直 

His 7) BARES HOLDS D OON 


$(D,D)- 


9.3 js(X ) 中 一 个 元 素 的 结构 . 1s(X) 
和 ls*(X) 的 生成 元 


关于 fe Is(X) 可 以 提出 很 多 问题 : 不 动 点 ， 不 变 子 空间 等 
等 ;这 些 问题 都 可 用 下 述 结构 定理 来 解决 : 
9.3.1 定理 . 设 fe Is (X)， 则 唯一 地 存在 一 个 X 上 的 等 距 ? 和 
一 个 X 上 的 平移 六 满足 下 列 条 件 : 8 的 不 动 点 集 G 非 空 ，8e G， 
一 zeg。 从 而 特别 有 
G— Ker (7 — Idx) 和 Begg. 
首先 注意 到 苹 一 Ker (5 一 1 入) 鲜 Im (s — Idi) 对 任 一 sé€ 
O(X) 都 成 立 ;事实 上 ， 因 维 数 之 和 醒 与 芝 的 维 数 相 等 , 故 只 须 说 
明 这 两 个 子 空间 正 交 即 可 ,而 这 可 从 定义 推出 ， 
(exeg) — v) = Culi(o)) — (ulv) 
= GG) — Gg) — 0, 
现在 只 要 把 握 住 证 明 的 起 点 就 行 了 : 任 取 ee 天 。 按 上 述 直 和 将 


ene 


al) AMRBL af) m E À. ER E IU) - BIG) m ELE 
4€ x—a—i, W: 
AG) — xa afl + KG m EHE 
TÍíG)—:—iG)-£R. 
因此 ,车 令 8 一 Gof， 则 有 g(x) — os RARBSASESL AGO, 
关于 进一步 的 细节 以 及 下 述 推论 的 证 明 。 均 可 参阅 LFL] 
第 194 一 197 ji, 


网 9.2.5.4. 


9.2 ik, X h Ke 一 dX) 的 平行 直线 在 f REOR GE TUÉS 

TE RGÉTCE — Ae C FER EC ERE RUE 9.3.1 的 分 解 的 存在 性 。 朗 

找到 这 样 的 直线 ， 可 以 用 纯粹 度量 和 拓扑 的 论证 方法 : d rex 

使 zf(w) 一 inf{yf(y): y e X}， 则 直线 《x, 1G0) TE f FORERO 

Tu, KG. Wb» Rom f) 的 中 点 , 则 因 了 是 等 虐 ( 基 至 是 仿 

LI TIMOR 是 fs) 和 f(x) 的 中 点 ,由 假设 条 件 就 有 : 
d(y, K2) Z2 d(x, IG) 一 看 人 rz FG2)i 


然而 
m 


Alys 100) & dr, £60) + dUGO, JG) 2 x 2 Gf). 


此 必须 等 式 处 处 成 立 ， 而 这 仅 当 f(x) €(y. f(y)》 时 才能 实现 
(参见 9.1.1.1 严格 的 三 角形 不 等 式 ), 因此 x，f(x)，fr(x) 共 线 . 

当然 ,对 三 角形 {4,4 — à, Ka)}。 应 用 9.2.3 可 知 ,9,3.1 中 
的 每 一 xcG 都 满足 rfCx) —intlyfGo:y eX). 
933 推论 

G) i Ker G 一 1d3) 一 {0}， 则 了 有 唯一 的 不 动 点 (通常 称 
为 它 的 中 心 ); 

Gi) 每 一 je Is(X) 是 至 多 ”十 1 个 超 平面 对 称 的 乘积 ， 当 
f 至 少 有 一 个 不 动 点 时 ， 这 种 分 解 达到 最 小 个 数 :一 dm 中 一 
dim(Ker (] 一 1d#))。 当 f 无 不 动 点 时 ,个 数 为 5-2; 

Gi) 每 一 fels*(XAT(X) 是 ;个 中 心 对 称 的 冬 积 ， 每 一 
feET(X) 是 2 个 中 心 对 称 的 乘积 ， 

由 9.3.1 述 可 推出 下 述 结论 : 
9.4 平面 等 距 的 性 质 : nn 一 2. 每 个 1e lS* CONTOX). 有 唯一 
的 不 动 点 , 称 为 它 的 中 心 ;我 们 也 说 了 是 以 “为 中 心 的 旋转 (因此 + 
以 其 中 心 及 转角 eG) e 0D. 作为 特征 )， 每 个 Tels GO 有 
唯一 的 一 条 整体 不 变 直 线 D 且 地 可 唯一 地 写作 f 一 toop， 其 中 
BeDi D 称 为 f fofi. 
9.3.5 ”空间 等 距 的 性 质 : n 一 3， Is+(X)\Idx 中 具有 不 动 点 的 
元 素 f 称 为 旋转 ， 根 据 8.4.7.1， 这 个 了 必 有 唯一 的 点 点 不 动 的 直 
线 D， 称 作 它 的 加 ; f 的 转角 是 常 值 Af(Aje ]0,x] ,其 中 和 是 
一 条 正 交 于 品 的 定向 直线 ， 但 该 转角 (除非 它 是 x) 再 加 上 DD 并 不 
足以 确定 ,因为 有 两 种 可 能 ， 欲 知 其 详 , 可 参阅 [DE2] 第 156 一 
159 页 或 9.14.5。fE I*CONTQO. 称 为 螺旋 运动 它 具 有 一 条 唯 
一 的 整体 不 变 直 线 忆 ， 称 为 它 的 轴 ， 且 还 可 唯一 地 分 解 为 dog 的 
形式 ,其 中 & 是 以 也 为 轴 的 旋转 , EB，Is-(X) 中 有 两 类 不 同 的 
元 素 ; 一 类 至 少 具 有 一 个 不 动 点 ， 它 们 可 写成 oon 这样 的 合成 ， 
其 中 是 一 个 确定 的 起 平面 ，? 是 转 负 与 互 正 交 的 一 个 旋转 〈 或 
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+ = idx)。 另 一 类 没有 不 动 点 。 它 们 可 唯一 地 分 解 成 doou 的 形 
式 ,其 中 互 是 确定 的 超 平面 而 PcH. 


LEES 


uu) fis) 


图 9.3. 
93.6 ”二 维 情形 的 例 ， 当 ” = 2 时， 我们 知道 唯一 地 存在 jf€ 
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DOO GR de O0) B Ka) m af) — bs abun 
是 给 定 的 四 点 且 a6 一 ab'。 这 可 由 9.1.6 推出 。 很 自然 地 ， 我 们 
想 要 通过 几何 的 构造 具体 地 找 出 这 个 f 来 ， 这 是 很 容易 的 ， 现 在 
假定 我 们 楼 找 的 是 1€ Is+(X)， 由 于 fe TOO 的 情形 是 显而易见 
的 ,了 的 中 心中 (参见 9.3.4) 必 是 e。 a 的 重 直 平分 线 和 4。，& 的 
” 垂直 平分 线 的 交点 (参见 9.7.5); 另 一 种 对 正 向 相似 也 有 效 的 作 图 
法 是 利用 w 是 通过 a.a. (2, P) ars P) 的 圆 和 通过 5 6s (o, 
PG, P) MEUS. 若 要 找 的 是 fe E-(X)， 只 须 注意 到 
1 的 四 (参见 9.3.4) 应 含有 = 和 fx) 的 中 点 (Yze X) 即 可 ， 


" 
Hj 9.3.6. 

能 具体 作出 合成 也 是 很 有 用 的 ; 在 1.7.5.3 中 我 们 实质 上 曾经 
用 到 了 下 述 结论 : GE 5. 是 以 a4， 为 中 心 的 两 个 旋转 ， 又 车 
tir 一 14。 则 + 的 中 心 。 必 使 在 SC) 中 的 转角 恰好 是 : + 的 是 
Ee Ears Ee 
2ac ab, s 的 是 25a, bc , 1 I RE 2e, en, 
事实 上 ， 我 们 可 应 用 8.35 并 沁 + — oop，5 一 osoz， 其 中 

ene 


D，E 是 适当 的 直线 ,a € D, 5€ E; 二 是 rr 一 caop 从 而 sr 
的 中 心 以 及 与 之 相同 的 ‘一 (sr) iro DOE, 由 此 可 
知 c€ DNE， 但 这 样 就 有 + 一 ozaozs 5 — ozoa, 内 须 再 用 8.7.7.7 
Bpsj, 

9.3.7 “三维 情 形 的 例 ， 在 = — 3 的 情形 ,推论 9.3.3(iii) 取 下 述 简 
单 的 形式 (因而 可 用 初等 的 方法 证 明 ): 若是 以 PD 为 轴 、 以 9€ 
10, 21 为 转角 的 螺旋 运动 ,其 平移 向 景 的 模 长 p MEI 称 为 了 的 
步 长 , 则 了 可 分 解 为 两 个 中 心 对 称 的 莱 积 vses。 其 中 直线 4 是 任 
何 与 DD 正 交 并 与 之 相交 的 直线 ; 4 与 8 之 站 的 旧 离 是 4( 4, B) 一 
P12， 它们 的 交角 是 48 一 812。 这 一 分 解 使 我 们 可 以 很 方 使 地 
研究 螺旋 去 动 的 结构 并 得 出 相应 的 应 用 : 参见 [FL] 第 338 一 339 
页 或 9.14.38。 


图 9,3.7。 


在 力学 中 很 自然 也 会 磁 到 螺旋 运动 ,例如 Is(X) 中 的 可 微 曲 
线 的 一 阶 逼 近 : $0,9.147 或 [BE] 第 120 9i, 


94 ”平面 等 距 的 结构 与 多 边 形 台球 


在 本 节 中 我 们 利 肛 平面 等 距 的 结 钦 来 研究 一 个 比较 复杂 一 些 
的 例子 :这 个 例子 中 斌 论 两 个 相互 联系 的 问题 , 即 多 边 形 台球 问题 
和 内 接 于 给 定 多 边 形 的 极 小 周 长 多 边 形 问题 .为 赋 读 方便 起 见 , 我 
们 先 处 理 三 梨 形 的 情形 ,然后 扩充 到 任意 多 边 形 ;一 个 有 趣 的 现 银 
是 : 在 边 数 为 偶数 的 情形 跟 边 数 为 奇效 的 情形 下 ,问题 的 解答 是 
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BRA. 整个 这 一 节 中 , X 都 是 欧 氏 优 射 平面 。 

941 三 角形 的 情形 。 设 *， 5,c 是 X 中 给 定 的 三 角形 ; 给 记 Cos 
b.c) 的 一 个 内 接 三 角形 ， 就 是 给 定 三 点 ws P. v 使 we [b,c]s 
pe tesaj， ye la, 2] GBTL 34.3). la, 8, THERE a 
BY 十 yo， WU 10.3 E 12.33; 若 a6] 5, cl, &€le, al,T€ 
la, él H. (a, 0, co 的 每 边 都 是 (o. P. v) 的 外 平分 线 。 即 在 


223.2 的 意义 下 Pe 是 ras ad 的 平分 线 ,等 等 ， 则 称 (as 8， 7》 
的 联系 0000007 

9411 引 理 。 设 已 给 欧 氏 平衡 上 有 直线 也 和 位 于 轧 同 一 例 
开 半 平面 上 的 网点 o. P (参见 273. 则 存在 唯一 的 * e DD 使 
ax 十 bz 极 小 放 且 这 点 x 的 百人 钙 就 是 ox 和 xD 的 平分 线 位 于 姜 
E. 


BE 9.4.1.1. 

经 典 的 办 法 是 引进 at 一 gp(a); TE Gn, P) 与 已 交 于 唯一 
的 一 点 * 而 且 对 任 一 ?ED 站: ay d- 6y —aty dp by alb ax 
bx, 

94.L2 附注 。 sz 十 bx 极 小 时 必 满 足 平分 线 的 条 件 ， 这 一 
点 也 可 由 第 一 变 分 公式 推出 : I 9.10.5, 

94.13. 命题 ， 若 te:2sc} 的 三 角 者 是 锐角 ( 见 € ]0,</2[)。 
则 该 三 角形 具有 唯一 的 台球 轨道 ， 它 同时 也 是 唯一 的 最 小 周 长 内 
接 三 角形 ， 而 且 该 三 角形 恰 由 (4.5.0) 的 三 个 垂 足 所 绝 成 ; 若 
12,5, 6) TE 2 处 有 一 个 大 于 或 等 于 x/2 的 角 ， 则 它 不 具有 任何 
人 台球 轨道 , 却 具 有 唯一 的 内 接 极 小 周 长 三 角形 , 即 : 5 是 自作 出 
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: p D 


p oo 
图 9.4.1.3。 


的 高 线 的 重 必 而 且 8 二 一 a. 
9.4.14 由 紧 人 性 可 知 极 小 财 长 多 边 形 总 是 存在 的 ， 因 为 周 长 
函数 - 

Do, c] X (e, 2] X [25 0] 3 (a, py)F>ap 二 Br 十 yaeR 
是 连续 函数 ， 假 设 这 一 极 小 值 由 ac jb, cls Bes at, Y 63a, 
4 所 实现 。 于 是 由 9.4.L1 可 知 fa, 8, T) 是 一 台球 轨道 ， 将 Co 
b.cp 的 三 边 记 为 4 m (6.6). B m (e.a), C 一 《as 5), 并 引 
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进 对 称 04. 02, oc; 若 (a, 8, T 是 台球 轨道 , 则 了 一 eccaa4 满足 
K(a, v)) — (a, 75. 但 16157 (X), 因而 (参见 9.3.4) 直线 《a， 
v) 是 确定 的 , 它 就 是 1 的 轴 ; 这 就 说 明了 台球 轨道 的 唯一 性 。 而 
三 条 高 线 的 垂 足 又 确实 给 出 了 f 的 轴 ( 留 作 习 题 )， 而 且 这 些 敢 中 
当 且 仅 当 (a, b,c} 的 角 都 是 锐角 时 才 严格 地 位 于 各 边 内 部 . 剩 下 
要 说 明 的 是 ,在 钝 角 三 角形 的 情形 ， 周 长 的 极 小 值 正 如 命题 所 述 ， 
而 在 锐角 三 角形 的 情形 ， 坦 出 的 光线 三 角形 具有 极 小 周 长 。 在 印 
角 的 情形 ,我 们 知道 ,由 于 极 小 值 可 达到 (例如 在 {a, 8, Y 3). 所 以 
根据 前 面 的 讨论 , o. 8, v 其 中 之 一 必定 落 在 顶点 上 ; 于 是 结论 自 
9i. 现在 转 而 证 明光 线 三 角形 是 周 长 极 小 的 . 

我 们 的 方法 是 将 内 接 三 角形 a, 8, 7 沿 一 条 折线 展开 如 次 ; 考 
虚 相 粥 如 下 定义 的 三 个 等 距 ， + 一 04, cay r, 其 中 B'— 
7(B), := gcws, 其 中 €" — s(C), 我 们 看 到 pe 一 ora 一 gqp* 
o 049994, 因而 s 一 cxcp， 同 样 :一 qxogoc CT 1 — 11), 
对 于 [P 0. c] 的 任何 内 接 三 角形 0,8, y}， 定义 P — n (D, 
7" — s(Y), a" — ((a); 于 是 由 三 角形 不 等 式 有 

op 十 By 十 y6 一 aBg8 十 BY" 十 Ya Ze at(a), 

然后 应 用 9.3.2: 函数 xim xi(x) 恰 在 上 的 轴 刀 上 取 到 极 小 值 ， 
而 * 的 轴 也 就 是 f 的 轴 ， 另 一 方面 , 若 % 位 于 该 轴 上 (也 在 [4,51 
上 ), 则 容易 看 出 ,在 该 轴 上 共 线 的 o. Ps vn an 是 相继 排列 的 。 
此 aB' 4- 8'y" 4 Y"a'" = at(o), 
942 (£&S$UDI. Bh PRESS 边 形 ( 参 见 12.1)， 顶 点 记 
20 Caius 位 于 直线 Gs at》 上 的 边 [ay ws] 3029 Dii 还 
常用 到 = 十 工 一 的 记号 . 完 将 9.4.1 中 的 概念 作 一 推广 : 所 
谓 P 的 内 接 多 边 形 就 是 给 定 (iss 使 me [n nal] Vi 
lc m 内 搂 多 边 形 (yos 称 为 光线 多 边 形 ， 如 果 we 
leis 4L B, pn, m L0) 9 (ms moi 1st. rn, Ca) PURI 
长 是 


8((w)) — 3) sms. 


[Eri 
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442.1 定理 。 必然 存在 周 长 极 小 的 内 接 多 边 形 ; 营 该 极 八 
值 是 &, (n) 是 严格 内 接 多 边 形 而 且 p(Ce)) — &. HI (o) 是 
光线 多 边 形 。 反 之 ,每 一 光线 多 沈 形 必 旦 周 长 极 小 的 . 

假设 存在 一 个 光线 多 边 形 , 则 : 若 ” 是 畜 数 ， 则 它 是 唯一 的 。 
若 ” 是 偶数 , 则 存在 无 穷 多 个 光线 多 边 形 。 

为 使 n —lp 时 存 左 一 个 光线 多 边 形 。 必 须 在 直线 定向 角 集 


& IUD 中 成 立 关系 式 如 D7OD, 一 0, 特别 当 。 一 4 时 顶点 


(qi) 必须 是 共 贺 的， 对 任意 的 n. 为 使 存在 一 个 光线 多 边 形 ,只 上 须 
存在 一 条 直线 D 使 AD) 一 D B Düg()sunuab 天 多 Yi 一 
1,…-sn《( 其 中 ff 和 g; 定义 如 下 )。 

这 一 命题 的 证 明 没有 什么 新 的 东西 ,想法 完全 跟 9.4.1.3 的 证 
明 丰 似 。 

9.4.2.2 根据 紧 性 , 极 小 周 长 多 边 形 是 存在 的 , 辣 样 ,性 9.4.1,t 
可 知 极 小 局长 的 严格 内 接 多 边 形 一 定 是 光线 多 边 形 。 反 过 来 的 证 
明 不 那么 容易 ,之 是 定理 最 后 一 部 分 的 推论 

9.4.23 .将 9.4.1.4 中 的 作 东 推广 如 下 . 令 1 一 op op; BE 

9.4.2.4 dh 905. 57 GgippBi *^ £i 7 Vg; DeroBi G- 
l,,.2), HPT suo 一 hoch". RUTRSI 

9.4.2.8. Vi:g 一 5p ap， 特别 有 g 一 ga 一 5p ap 一 
F^. CHORIEREIE (o), RISE Yt WF 

94.2.8 fa, Pg) ^, Ba (0 (i= 
1,3,.2). - 
并 集 LJ. [8&。 a] 是 表示 内 接 多 边 形 (w ) BO IRE" RE 


im 


“折线 ”, 确 团 地 说 ,在 这 种 展开 下 ， 这 条 折线 成 为 线段 的 苔 要 条 件 
是 (ai) 是 光线 多 边 形 . 


由 上 述 做 法 可 知 p((a)) — 20 bus 根据 严格 三 角形 不 


toi 


-39 


Bs 


Bj 9.4.2.6. 
等 式 还 有 : 
9421 qe» Zag(n) B pn)) aga) BU SEE 
UU Uk cin I RR E. 


94.28. f (o) 是 光线 多 边 形 , 则 直线 D — (n, o) HET 
TAGES (D) 一 D. Wi Ein 是 奇数 , 则 fe Is-(X) 且 D 是 f 的 
唯一 的 轴 (参见 9.3.4), 因此 在 奇数 情形 下 光线 多 边 形 是 唯一 的 . 
在 偶数 边 形 的 情形 下 不 唯一 的 结论 ， 则 可 由 证 明 的 未 尾 推出 。 假 
定 (6) 是 ”一 2p 为 偶数 时 的 光线 多 边 形 , 则 有 KD) 一 D, 但 
由 9.3.4 可 知 这 时 必须 有 fe T(X)， 这 等 价 于 在 S0) ec() 
一 0。 把 地 中 的 对 称 归 类 成 : 


f= (00,0041): (90,755 


ene 


LP 
并 应 用 8.7.7.8: 即 得 T 户 s-D; 一 0。 至 于 * 一 4 财 共 圆 的 结 


论 ,可 由 10.9.5 排出。 
9.4.2.9” 现 假设 定理 木 尾 的 条 件 都 已 满足 。 
由 GU) 的 凸 性 可 推 遇 :点 8 DOgasasneD 依次 位 于 
也 上， 因此 (参见 9.4.2.7) 由 e, 一 gi 名) (i — 1,1) 定义 
的 内 接 多 边 形 Co.) 的 周 长 p((m)) 等 于 p) — (80. 车 
反 过 来 从 任 一 内 接 多 边 形 出 发 , 仍 由 9.4.2.7 可 知 其 周 长 为 
Pp{{0)) = oig(0)s 
但 9.3.2 和 9.3.4 表明 p((e)) 2 p(G D). ELE P BUT. I Gon 
"BXPSOR BE B088. RUE CT T(X) (ORO 且 以 所 有 
与 平移 方向 平行 的 直线 作为 整体 不 变 直线 , 因此 多 边 形 (n) 有 极 
小 周 长 ( 而 且 是 光线 多 边 形 ), 这 也 表 阴 了 ,每 一 光线 多 边 形 痢 是 辕 
l(a3) [5] 


tl 


We- Ba2) 
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长 极 小 的 ,次 为 根据 8 的 定义 ,直线 D 一 《ms av). 是 满足 我 们 的 
假设 条 件 的 。 

9.4.2.10 Gn, Mie EUG (au) 是 光线 多 边 形 ， 则 直线 
D 《ws cs》 满足 关于 nas nul 的 交 的 假设 条 件 ; 由 连 
续 性 ,每 一 充分 靠近 吃 且 平行 于 马 的 直线 D' 仍 满足 这 一 条 件 ， 且 
由 feTG) 还 有 (D) = Dp. 

94.3 注 。 对 任何 ”都 会 产生 与 三 角形 情形 相仿 的 不 如 人 意 的 现 
象 : 一 般 说 来 并 不 存在 光线 多 边 形 , 见 9.14.10。 

着 想 实际 找 出 周 长 的 极 小 值 *, 可 以 这 样 做 : ”首先 通过 具体 
构 作 了 找 出 光线 多 边 形 ， 然 后 应 用 9.4.2.1。 着 无 法 找到 光线 多 边 
形 , 则 必定 有 某 个 o; 是 P 的 一 个 顶点 ; 于 是 可 以 胸有成竹 地 考察 
各 种 特殊 情形 并 有 条 不 紊 地 应 用 9.4.1.1。 

可 以 研究 号 多 边 形 中 的 台球 轨道 ， 它 们 在 来 回 若干 次 以 启 即 
封闭 , 见 9.14.9, 


9.53. 


也 可 在 平面 紧 凸 形 ( 不 一 定 是 多 边 形 ) 中 研究 光线 多 边 形 。 当 
这 凸 形 是 严格 凸 时 【〔 参 见 11.6.4), 情形 最 为 有 趣 : 对 任何 22 的 
整数 *, 总 存在 具有 # 个 顶点 的 光线 多 边 形 , 证 明 可 看 9.14.33, 86 
夯 的 情 形 是 很 引信 人 隆 的 :我 们 在 17.6.6 将 会 看 到 ,不 仅 对 任何 * 
都 存在 光线 多 边 形 ， 而 且 它 们 总 有 无 穷 多 个 ,更 确切 地 说 ,可 取 
熏 圆 上 任意 一 点 作为 这 种 多 边 形 的 一 个 顶点 (对 任意 都 如 此 ). 
944 遍历 性 ， 一 个 至 今 尚 在 研究 之 中 而 没有 得 到 完全 解决 的 问 
题 ,就 是 任意 一 个 多 边 形 或 紧 凸 形 的 光线 轨道 (或 台球 轨道 ， 两 者 
RERO 的 遍历 性 问题 ， 一 条 轨道 由 一 个 起 始点 和 一 个 直线 方 


+ 83 ， 


向 所 决定 , 先 射 到 边界 下 根据 等 角 条 件 反射 出 去 ,然后 如 此 往返 。 
我 们 感 兴趣 的 是 所 有 山道 的 集合 ， 或 者 说 是 与 之 至 多 相差 零 测度 
的 一 个 集合 ， 凡 是 射 到 一 个 顶点 而 反射 方向 不 明 的 轨道 都 不 计 在 
肉 。 如 果 几 乎 所 有 的 轨道 在 凸 形 中 处 处 筒 密 。 则 称 该 西 形 是 弱 志 


> 


虎 的 ， 如 果 几 芝 所 有 的 轨道 在 凸 形 内 所 有 方向 所 成 的 空间 中 处 处 


eur UERBODUUESSOSIDRD. 所 以 ， 我 们 所 感 兴 部 的 是 与 9.4.2 
所 讨论 的 寻找 封闭 轨道 问题 相对 的 一 个 问题 。， 有 几 种 凸 形 可 供 证 


3i: 贺 和 椭圆 部 不 是 弱 遍 历 的 , 闻 的 情形 是 显然 的 , 燃 圆 的 情形 则 
可 由 17.6.6 推 台 ， 9.14.11 中 指出 有 些 三 角形 不 是 强 遍历 的 ， 正 
方形 必定 是 弱 凯 历 的 《因为 所 有 斜率 为 无 理 数 的 方向 提供 了 处 处 
和 君 密 的 轨道 ), 但 又 必定 不 是 强 遍历 的 ， 因 为 轨道 只 有 两 个 互 为 相 
反 数 的 斜率 。 可 是 遍历 性 的 问题 ， 哪 怕 是 在 已 知 内 和 解 的 三 角形 
中 ,还 是 在 作 了 大 量 研 究 以 后 至 今 仍然 远 未 解决 的 一 个 问题 ;为 了 
体会 一 下 这 一 问题 的 复杂 性 ,只 要 党 一 条 轨道 试 画 出 几 次 反射, 这 
时 你 很 快 就 会 有 一 种 如 蛤 五 里 雾 中 的 感觉 。 有关 遍 历 性 的 新 近 的 
文献 。 可 阅 : [A-A], [CZ]。 最 近 Lazutkin 山 证 明了 ， 具 有 
C* 类 边界 的 严格 号 形 必然 不 是 遍历 的 ;这 是 由 它们 具有 焦 散 面 引 
出 的 结论 ,也 是 在 给 定 术 圈 内 的 共 焦 椭 贺 的 推广 ,对 此 可 阅 [LZ]. 


95 相 似 


设 je GA(X) 使 je GO(X) (参见 8.8.2); 若 e 是 了 的 相似 
比 : 则 有 
fGMG) 一 pzy， IGI) 一 pr'y', 


由 此 即 得 : see v 时 总 有 G2/0D LY. aeg citus f 
fof) xy 


CERFHBELEDET, RONanE, 
9.1 命题 ， 设 f; XT 是 集 论 意义 下 的 非常 信 映 射 并 使 x ie y 


且 f(x) e IG) Igor GOOD. -区 ， 则 这 一 条 件 等 价 于 
1620160 xy 


1€GA(X) 和 7e GOOD, — 这 样 的 称 为 尺 中 的 相似 ; 若 还 有 
jeco*(X) (相应 地 ，GO- (加 )),， 则 称 为 王 南 (相应 地 ， 逆 向 ) 相 
似 ;相应 的 集合 分 别 记 为 Sim (X), Sim* QUO, Sim- (X), f 的 相 
似 比 就 是 了 的 相似 比 。 

由 于 了 是 非常 值 映 射 ， 所 以 存在 mut e 使 Gn) v fO. 


5 


于 是 由 假设 条 件 可 推 知 | 是 双 射 而 且 对 所 有 的 x, yEX 有 
f(x)1y) — nay, Hh ue fO 但 这 样 fof 就 是 x 中 的 等 
E, OH A RE CERTIA unt 为 比 的 位 似 ;根据 9.1.3 就 有 hof & GAQO 


和 hofe OGD; hk. A HUC 后 就 得 出 关于 f 的 结论 
9.5.2 命题 。 设 1e Sim (X)Ns (X); 则 存在 只 一 的 mEX 使 
fo) 一 o, XX o 称 为 相似 f 的 中 心 。 而 且 还 有 
f= hog 一 80 其 中 he Hs, gels. OO, 
这 个 合 题 可 由 9.3.3 推出 。 另 一 种 证 明 则 要 用 到 拓扑 ,更 确切 
好 说 是 用 到 压缩 贞 射 的 理论 ;事实 上 若 上 是 了 的 相似 比 , 则 “二 1 
时 f 是 压缩 ,而 上 > 上 时 六 才 是 压缩 
9.5.3 ”相似 的 特征 
9.5.1 设 了 是 一 个 相似 ;由 9.2.1 和 8.8.5.1 可 知 了 保持 直 
线 , 半 直线 的 交角 ， 而 且 在 平 桓 的 情形 f 保持 定向 角 或 使 之 反 癌 ， 
视 f 是 正 向 还 是 逆向 而 定 。 尤 其 , f 保持 直线 的 正 交 性 : 
DLD => CD) LfGD). 
同样 ,对 XX 中 的 任 一 球面 s (需要 时 可 参看 10.7)，f(S) 仍 是 球面 
(半径 乘 以 x)。 前 面 这 些 性 质 确 是 相似 的 特征 : 
9.5.3.2 ”定理 .对 集 论 意 义 下 的 双 射 f: X7, 1C dimX 2 
2， 下 面 的 三 个 条 件 是 等 价 的 : 
(i) 了 是 相似 ; 
Gi) 对 X 中 任何 满足 se b, c o I Qa, P» Ces d) 的 四 
B s 5,6, d, E GG. EO) LOCO). fG))s 
(i) 对 用 中 任 一 球面 3, (5). 仍 是 球面 . 
9.5.3.3 ” 先 假 定 (ü) Br. 7678380 2.6.5 和 8.8.5.1, 只 须 证 明 
f 将 共 线 三 点 cy 6。 < 变 成 共 线 的 三 点 f(a)、K6)，f(c)， 为 此 ， 
将 4, 5 扩充 成 一 个 仿 射 正 交 标 架 le，b。 41,"…*，a。}; 根据 假设 
AER 8.11.25, UG), IO, KG) rs fGs) 也 是 一 个 正 交 标 
3j. HB GG). IG) LOG, FG) Vi 2, n, 由 此 即 得 
G2. 10) = (Ha), 1C. 
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9.54 ”现在 假定 (省) Bor. 我们 先 来 证 明 将 共 线 点 变 成 
内线 点 。 其 逆 是 容易 证 明 的 : 若 " ,4，<' 是 共 线 的 相 异 三 点 , 则 
sm f) (0), bm 17100), cm £07) 共 线 , 因为 否则 将 存在 一 


B 9.5.3.4， 


个 含 a, b, “的 球面 S， 而 且 e*, 刀 ,c” 将 是 球面 f(S) 上 兴 线 的 
相 异 三 点 ,这 是 不 可 能 的 (需要 时 可 参看 107.2)。 现 在 假设 s s 
是 共 钱 相 异 三 点 ,a m f(), 0 m KG), m fG) e 
(^, 0), RITEHEIDTIS. BRSDE FQ F))CQ, 5), 但 
PX 一 《os ELO) CQ, 0). IX Q^, 8). EGER d BT 
Bud I»), em (G, 0. TRIS 设 5 是 过 a,5 的 
球面 ,就 有 $O(0, 2) 一 (a, 5); 因而 (S))P — C 是 P 上 的 
一 个 圆 卫 应 有 f^(C) CQ, 5)， 推 出 矛盾 , ESI BERI cg 
三 个 相 异 的 点 . 

9.5.3.5 ”由 2.6.5 可 知 , 剩 下 的 事 是 证 明 fe GA(X ) 若 将 球面 
都 变 成 球面 则 必 是 相似 ; 其 实 只 须 说 明 f 将 一 个 球 而 变 成 一 个 球 
商 就 可 以 了 。 必要 时 只 要 将 f 合成 上 一 个 扩张 就 不 妨 假 定 存在 
一 个 球面 5 使 KS) ~ $. 首先 注意 到 了 使 5 的 中 心 w 不 动 ; 为 此 
设 *,5 是 5 上 对 径 的 两 点 ， 于 是 一 方面 , SE o, b REDDERE EI 
He) Hy 必然 是 平行 的 , 另 一 方面 ， 球 商 的 切 超 平面 与 该 球面 仅 交 


处 的 两 个 切 超 平面 ,它们 互相 平行 ,因此 IG). I0) 是 5 上 的 对 
dex. 但 这 样 就 有 


BEIORS.OEEP LEARN 
o : (+2)= fo), 


因为 了 是 仿 射 变换 。 


图 9.5.3.5。 


所 以 现在 可 以 归结 到 向量 空间 的 情形 了 : fe GL (Xs); 但 
KS) 一 3 等 价 于 f 保持 X, 的 范 数 ,因此 让 -8.1.5 可 得 fe O(X). 
95.586 ”附注 ， 知 将 9.5.3.2 中 的 条 件 降低 为 仅 假设 了 是 X 的 
两 个 子 集 之 间 的 一 个 双 射 , 则 由 条 件 Gi) 不 一 定 能 推出 了 是 一 个 
相似 的 限制 。 例 如 可 以 是 一 个 反 演 , 参 见 10.8.2, 或 者 是 反 演 的 
合成 , 参见 18.10.4。 有 关 作 为 仿 射 空间 子 集 亲 的 双 射 并 保持 球面 
的 了 的 讨论 ,可 参阅 LCD] RE LGI-WE], 
9.5.4 Liouville 定理 

9.5.4.1 本 眉 要 讨论 相似 狂 的 一 个 与 微分 用 何 有 关 的 特征 ; 
但 其 中 内 容 与 本 书 下 述 章节 也 有 密切 联系 ;10.8.5, 18.10, 20.6。 
从 中 一 个 相似 出 发 将 它 看 作 C^ BE 一 Xi、 对 每 
一 态 射 1€ 4(X; XX)，f REC" 的 :而且 其 导数 f: X 一 LL(X; 
X) 就 是 常 值 映射 sim f. HE Ce) m PVseX 《这 可 由 2.7.7 
出 )。 因 此 ,在 我 们 的 特殊 情形 下 ，fe Sim (X) 是 一 个 C: 映 射 且 
使 f(x) 一 Fe 0() Vx e X; 因此 可 以 说 相 侯 是 “无 穷 小 保 角 ” 
的 。 我 们 自然 变 问 ， 除 了 相似 之 外 是 否 还 有 其 它 映 射 也 有 这 种 性 
TRUE? 当然 ” — 1 时 任何 有 非 零 导 数 的 映射 都 有 这 种 性 质 ; 因此 
我 们 下 面 不 再 考虑 * = 1 的 情形 . 

9.5.4.2 定义 。 设 已 和 了 是 欧 氏 仿 射 空间 X 的 两 个 开 子 集 ， 
1€ C(U; V) HB UV & C 的 )。 f ROBES IRUR SUR 7 是 
双 射 且 f(x) eGO(X) vec; 荐 还 有 fG)e Got 或 
GO" (X) UA BURG E ETRUSLUD ER PA, ez BUR A HOO 
Conf (U, V), Cont* (U; V), Conf (U, V); 3fid Conf (U) 一 
Conf (U; U), Conf* (U) = Contf* (U; U), 

Seti. GO(X)CIsom (X; X) 的 事实 ,再 加 上 局 部 敏 
分 同 有 是 定理 ， 表 明了 fe Conf (U; V) 必 是 U 到 KU) 上 的 一 个 
微分 同 胚 ， 

9.5.4.3 ”第 一 个 例 ， 全 绩 函 数 : 

假设 —dimnX-—2, H 8.3.12 8019.6: 8 Ap, x d PEL 
U X 的 概念 是 有 意义 的 ;其 实 ,预先 应 该 将 X 定 向， 但 实质 上 得 
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出 的 结论 与 所 取 定向 是 无 关 的 . 于 是 f: U 一 X 是 单 射 的 全 纯 函 数 
且 导 数 处 处 不 为 零 , 就 等 价 于 f€ Conf1(U; f(U)),. ix&— 
典 的 结果 ,可 由 8.8.4.1 淮 出 (需要 时 可 参看 [CH21 第 67 WD. 

这 样 就 提供 了 大 最 并 非 真正 相似 的 所 谓 无 穷 小 相似 ， 因 为 定 
义 在 开 集 上 (比如 说 中 的 ) 单 射 \ 全 纯 且 有 处 处 不 为 零 导 数 的 映 
射 可 有 大 景 的 选择 余地 ， 而 且 从 一 和 神 很 合理 的 意义 上 说 ， 这 种 选 
择 的 可 能 性 甚至 不 是 有 限 维 的 。 

9.5.44. 第 二 个 例 : 反 演 

3E 10.8.5 中 可 以 看 到 ， 以 e 为 中 心 的 任 恋 次 宕 的 反 演 ， 总 是 
属于 Conf (X\a) 的 ; 这 样 ， 有 限 多 个 反 党 的 合成 就 握 供 了 
Cont(U;f(U)) 中 元 素 的 例子 、 这 里 UU 是 X 中 除去 有 限 多 个 点 后 
余下 的 子 集 ,上 述 元 素 并 不 是 真正 的 相似 . 

9.5.4.5 但 这 些 反 射 的 选择 可 能 性 是 有 限 维 的 , 在 18.10.4 中 


可 以 看 到 , iiie (DX D 


下 面 的 定理 表明 ,对 无 穷 小 相似 来 说 , * 一 2 的 情形 与 ”> 3 
的 情形 是 有 本 质 的 差别 的 :这 个 定理 也 表明 ,局 部 ”的 《〈 即 在 区 的 
一 个 开 于 集 U 上) 讨论 与“ 整体 "的 ( 即 避 是 整 个 X) 讨论 是 有 本 质 
的 差别 的 。 关 于 “从 局 部 到 整体 "的 过 渡 , 可 在 12.8，16.4，18.3.8.6 
中 见 到 其 它 的 例子 。 

9.54.6 定理 , 4E on 2, W| Conf (X) — Sim (X); 若 = 任 
JE. fe€Conf (X) Hf dE C' BS, 则 feSim(X), i »223, U 
是 XX 的 任 一 开 子 集 ，f€ Conf (U; (QU) 是 C 的 , 则 了 是 X 上 反 
演 之 积 在 可 上 的 限制 (因此 是 C” 的 )。 

9.5.4.7 附注 。 我 们 总 有 Conf (X) 一 Sim QO, 即 f 为 C1 
映射 已 够 ,但 对 = 22 3 的 情形 ,证 明 远 要 困难 得 多 ， 必 须 用 到 很 深 
人 的 分 析 技 巧 , 参见 [HM]。 以 下 在 # 2 3 清 形 下 的 9.5.4.6 的 证 
朋 方法 是 R. Nevanlinna 给 出 的 : [NA]; 参见 9.5.4.21.， 人 也 可 
参阅 [LF3] 第 59 页 练习 12, 

9.5.4.8 n—2 的 情形 ， 将 XX 向 量化 ,并 通过 定向 把 它 等 向 
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TC, Eg C! 单 射 f: C 一 C， 由 于 C 连通 ,就 有 

F(z) EGO(C) vseC, 或 f(x) € GO(C) vzeC， 
必要 时 只 要 将 f 乘 以 共 轿 上 映射 xF_>5, 就 不 妨 假定 总 是 前 一 种 人 情 
形成 立 ， 由 9.5.4.3 可 知 映 财 f; Co C 是 单 射 全 纯 函 数 ; 而 由 经 
典 的 结论 即 知 f 必定 形 如 xz-> ez 十 《对 适当 的 ** 6€ C), IN 
此 了 是 相似 《需要 时 可 参阅 9.6.4)。 对 最 后 一 点 。 建 议 读者 参阅 
[CH2] 第 181 一 182 页 ;其 证 明 相当 有 趣 ， 用 到 了 本 质 奇 点 和 亚 纯 
函数 的 概念 ， 

# 之 3 情形 的 证 朋 , 特 别 用 到 了 下 述 有 名 的 

9.5.4.9 MCI, UL V.w 是 特征 数 去 2 的 域 上 的 两 个 向 ， 
量 空间 ， d; VXVXV-W 是 一 个 三 重 线性 映射 ， 关 于 前 两 
个 变 且 对称 而 关于 后 两 个 变量 反对 称 .。 则 必 有 《一 0. 

这 个 引 理 有 时 在 微分 几何 中 起 关键 的 作用 ,本 处 即 是 一 例 ,此 
外 可 参阅 例如 [SB] 第 333 页 和 [KO-NO11 第 160 页 。 引 理 之 
所 以 取 这 样 的 名 称 ， 是 由 于 它 的 证 明 恰 好 类 似 于 编 一 条 辩 子 的 开 
头 六 个 动作 : 做 完 第 六 个 动作 ， 又 回 到 了 起 始 的 情况 . (ELM 
位 置 上 两 股 强 的 交叉 点 在 去 边 ， 在 三 个 位 置 上 两 股 绳 的 交叉 点 在 
右边 ,因此 有 三 个 负 号 ,由 此 得 证 - 


AG) -一 一 一 一 由 
d 


RGyx()— My) —— — — 
AOuzs)m ku) 一 一 一 一 全 
天 (23822]) 一 一 Kxz305) 人 一 一 
kG.g)— Keys) 一 一 一 


Km y), 8) ———— ——— 


Ksy,u) 一 —k(xsyx) — 0 


图 9.5.4.9。 


95.4.9 ( 续 ) “三 重 线性 ”的 性 质 并 非 必 要 的 ， 参见 1.9.15 体 


um 


会 引 理 证 明 的 实质 . 

9.5.4.10 ”由 假设 条 件 了 (x) & GO(X) Yx & U， 因 此 ,车 把 相 
应 的 相似 比 记 为 pCx)， 则 有 

9.5.4.11 (f GO G0 |f GO(9)) = iG uly) Yu,v € X, 

Yu. ” 是 固定 的 正 交 音量 , 则 有 

GGOQD)If GO = 0. Vae U， 微 分 即 得 

GGG 0f G0(0)) + OC GOGO | GO (ns w)) = 0 
Vw X, 

编 闪 引 理 和 关于 f" 的 对 称 的 Schwarz 定理 表明 , 当 usos m 
是 叉 中 正 交 向 量 组 时 ， 有 (F(x) Gs. DI GOQ)) 一 0。 由 于 
fG)(G). f G)(), f(x)(w) 相互 正 交 ,对 生成 平面 Ru 十 Re 
的 正 交 补 的 所 有 的 ww 施行 上 述 做 法 后 ， 就 可 看 出 f(x) (u,v)€ 
Rf ()u t Rf (*)*， 因 此 存在 两 个 函数 =, 8:U — R, (E 
f' GO us v) = aGOf GO) + PO Goo) 


9.5.4.12 t V. V EuGH as 
d Ho 
已 一 村 
fiin) 
PB 9,5.4.12. 


微分 IfGOGODI — eGOT«l, sul 
GGG v) f GO (0) — à (COGI, 
因此 : 代 人 9.54.12 即 得 


gu GO) - 
9.54.13 ; 
5 a an) d nC) 


再 将 9.5.4.13 代 回 95.4.12, 并 令 o — u^, 得 
e GO Gf G)G) - pO OF GG) 

9.5.4.14 | + eGOf Gs, v) = 0 

Vx€U, V 尚 定 正 交 的 zx。 v, 


yn 
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9.5.4.15 ”我 们 一 鼓 作 气 ， 作 出 f 的 三 阶 微分 。 微 分 9.5.4.14 
BUR 
e GG», vM G) G0 + eG) GT" GO (us w) 
*op'GYGs mf GG) t pr) CF Cs) (Cv, 9) 
十 8G) Gf GG 0)  eGOT" GO) (a v, w) = 0; 
可 以 看 出 ， 后 五 项 之 和 是 关于 w. oe 对 称 的 。 因 而 第 一 项 也 应 如 


Pr xv, wf G)Q) — oC) Cos wf GG), 

上 式 对 任何 正 交 组 e. v. e 都 成 立 《〈 函 数 Pp 本 身 与 e. 9 无关 1)， 
但 商量 f'G)(w) 与 f(x)(w) 线性 无 关 ， 因 此 ,由 # 之 3 可 知 对 
任何 正 交 的 v, v. 都 有 e" Go), v) — 0. 

根据 与 8.8.5.1 类 似 的 证 明 ( 这 里 无 穷 小 相似 与 真正 的 相似 一 
致 了 1 可知 e"G) 与 欧 民 度量 成 比例 , 因此 存在 e; UR 使 

9.5.4.16 e'G)(u, v) — eGO(ulv) Vx€U Vu,veX, 其 
Sk e 是 常数 ;为 了 说 明 这 一 点 ,将 9.5.4.16 微分 (这 是 可 行 的 ,因为 
TE CU): o" Gu, v. m) — eG) (d o), 由 o" XR 
可 知 右 端 项 也 关于 s. e 对 称 .。 因此 有 : (oCx)(w)v — e'GO() 
2 人 一 0，Vyx。， 即 ee)(w)o 一 了 (Go)(z)w， 由 此 推 得 只 一 0 
因为 "，%w 是 线性 无 关 的 。 

9.4.17. 方程 p(x)(w, 0) 一 ac(zlz)〈c 为 常数 ) 容易 积分 
解 出 : 5 

9.5.4.18 o(x) 一 allnxl 十 5, 2, b ORE, EX, 

着 4 一 0， 则 为 常数 , 微分 9.5411 即 得 7 — 0, Bii f 
是 仿 射 映射 从 而 是 限制 在 上 上 的 一 个 相似 、 若 5 一 0， 注意 到 
AU, REN 了 与 一 个 以 为 极点 的 反 演 i 复合 后 。 所 得 映射 
iof 仍 是 一 个 无 穷 小 相似 ;而 当 合成 这 样 的 无 穷 小 相似 时 。9.5.4.18 
中 的 因子 满足 oreke) 一 py(g(x))pz(x)、 然 而 一 个 以 x 为 航 


点 的 反 演 的 e 因子 是 self (参见 10.8.5.1), 因 此 iof 的 6 因子 是 
常数 。iof 是 一 个 限制 在 UV 上 的 真正 的 相似 ,对 这 种 情形 定理 已 得 
证 。 现 在 要 让 明 必 有 oz 一 0。 注意 到 当 是 C' 类 且 * >3 时 ， 
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ZU-X,QW| feSim(X); 事实 上 2 一 和 的 情形 是 可 以 排除 的 
既然 p(x) 96 0 Vx€U — X, 

9.5.4.19 没 8 是 1: U-f(U) BEBE. RUNE 
穷 小 相似 ,根据 9.3.4.17 给 出 的 相似 比 合成 公式 ,就 有 pgs 一 1 一 
eG) n) 一 1 Vx U， 因 此 ,由 9.5.4148 可 知 存 在 常数 c， a 
使 

9.5.4.20 allaxl + oC + d) o 1 vred, 

这 说 明 ， 首 先 ，+ 将 包含 在 口内 的 以 % 为 书 心 的 球面 部 分 变 
换 成 以 f) 为 中 心 的 球面 部 分 ; Hx. PRU 中 支撑 线 经 过 v. 
的 一 个 线段 变换 成 FCU). 中 支撑 线 经 过 f(x。) 的 一 个 线段 , 若 固 
定 «6X 使 jul 一 1， 则 得 到 一 个 由 下 列 等 式 定义 的 数值 函数 
v: 

IC, 十 i2) = KG) t eO, 

其 中 "是 单位 向 量 ，* 的 变化 区 间 适 当选 定 . 根据 954.11. 有 
9G) — (ar 4-8) 和 (er 十 2)(cpxo 十 0) 一 1， 而 这 两 式 仅 
在 。 或 5 为 零 时 才能 同时 成 立 . 


图 9.5.4.20. 
9.54.21. 附注 ，Liouville 的 原始 证 明 很 有 点 特别 , 它 用 到 的 
一 些 内 容 表 面 上 看 来 都 是 限定 理 风 马 牛 不 相 及 的 。 1) 一 组 彼此 
沿 曲 率 线 相交 的 三 重 正 交 晶 面 (三 缠 了 时) (Dupin 定理 ),，2) 球面 


的 特征 是 所 有 的 点 都 是 蜡 点 ， 或 者 说 它们 比 通 常 的 曲面 的 曲率 线 
多 得 多 。 最 后 则 要 用 到 9.5.32, 
955 ” 脐 状 超 曲 面 ,循环 点 与 相似 
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本 段 研究 与 8.8.6 相对 应 的 仿 射 情形 ;我 们 利用 7.6 及 其 记号 : 
OX EROR BEER, OU XC 表示 其 射影 完备 化 空间 灸 的 复 化 空 
间 . 我 们 有 Xe X€U cose, 这 里 cose S POXS), 而 p: X6 o PX?) 
总 表示 一 个 向 景 空间 到 它 所 定义 的 射影 空间 上 的 投影 . 根据 8.8.6 
并 使 用 第 十 四 章 的 语言 。 可 以 说 二 次 型 Ne 在 coxe 一 P(X9) 中 定 
义 了 一 个 二 次 超 曲面 ， 其 像 为 8 一 (Ne) -1(0)); 注意 到 一 
2 时 仅 含 两 个 点 ,# = 3 时 9 是 锥 面 (参见 14.1.37). 

9.5.5.1 定义 。 coxc 的 于 集 吕 称 为 歼 氏 伪 射 空间 X 的 脐 状 
超 曲面 ，” — 3 时 是 锥 面 ,# 一 2 时 8 仅 含 两 点 , 称 为 X 的 循环 
点 ( 或 虚 圆 点 )。 记 为 {1, 用。 给 出 和 的 定 疝 等 价 于 选 定 一 个 循环 
点 , 按 8.8.6.2 的 约定 记 之 为 1。 

其 实 , 不 妨 也 可 以 把 迷 向 直线 7, / 等 同 于 它们 在 相应 的 射影 
空间 里 所 给 出 的 那 两 个 点 。 现 将 8.8.6.4 和 5.2.2 结合 在 一 起 ， 就 
得 出 ; 

9.5.5.2 命题。 为 使 fe GA (X). 是 相似 ,必须 而 且 只 须 
je(8) 一 0, » — 28, 视 关 使 循环 点 各 各 不 动 或 两 相交 换 ， 而 
还 有 f€Sim*(X) m f€Sim" (X), 

95.53 8j. X hBSAREDAR D, D' 的 正 交 性 可 以 表述 为 : 

Dp D' «e» [oopc, copc , 1, ]] — —1, 
因为 在 调和 分 割 的 情形 下 并 不 会 产生 什么 混淆 (参见 8.8.7.4), 


9.6 平面 相似 


本 节 中 ,和 表示 定向 欧 氏 仿 射 平面 。 

着 X 并 无 定向 而 又 确 有 需要 ， 则 我 们 先 将 Xx 定向。 本 节 尽 量 
选用 可 以 作出 图 形 的 初等 的 例子 ; 男 有 一 些 例子 及 其 图 形 出 现在 
练习 中 。 前 面 五 小 段 是 平面 相似 的 经 典 性 质 和 记号 的 概述 , 
9.6.1 结构 。 每 个 1€ Sim*(X) 都 属 下 列 类 型 之 一 :了 是 平移 ， 
或 具有 唯一 的 不 动 点 % 即 其 中 心 ， 或 是 一 个 旋转 与 一 个 以 wm 为 中 
心 的 位 似 的 可 交换 积 ,每 个 1€ Sim (X) 都 属 下 列 类 型 之 一 :fe 
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EX) 是 平移 对 称 , 或 1€ Sim" (X)NIS^(X). 具有 唯一 的 不 动 点 
o 或 了 是 一 个 关于 过 的 直线 的 对 称 与 一 个 以 人 为 中 心 的 位 似 
的 可 交换 积 。 

这 一 结构 可 从 9.3.4 和 9.5.2 看 出 。 
9.6.2 单 可 迁 性 . 设 a,5, a ,是 X 中 满足 4 产 5, a P 
任意 四 点 ， 则 存在 Sim* (X) 中 唯一 的 1 使 fe) 一 a f)— 
5, 


通过 一 个 适当 的 位 似 变换 ， 可 化 成 等 距 : abo a 的 情形 ， 
然后 可 应 用 9.1.6, 

给 定 4. b, 2, P 后 ,我 们 要 在 几何 上 作 岂 这 个 唯一 的 了 的 
中 心 w; 做 法 是 取 交 点 “一 《as 2 站 (区 )， 分 别 画 出 过 ans 
“和 过 2 尹 ,。 的 两 个 圆 ; 则 两 圆 交点 之 一 就 是 ( 另 一 交点 是 
e, 隔 圆 相 切 时 e 与 。 重合 )。 这 种 做 法 可 由 9.5.3.1 和 10.9.4 得 到 
说 明 , 也 可 参阅 9.14.14。 
9.6.3 正 向 相似 的 角 ， 该 角 就 是 f€ Sim"'(X) 在 8.8.3 的 分 解 下 
所 相应 的 那个 旋转 在 GO) 中 的 转角 。 设 该 角 为 n, 则 特别 有 : 


对 任 一 定向 直线 A. ÁKÀ) — o, 
964 ”平面 相似 与 复数 。 先 要 提醒 注意 的 是 8.3.12 和 8.8.4 所 相 
应 的 伤 射 宏 念 。 设 X 是 定向 欧 氏 仿 射 平面 ; 则 XX 有 一 个 自然 的 复 
仿 射 直线 结构 。 

在 这 个 自然 结构 下 ,就 有 GA (X) 一 Sim+ QD, FEX ORDRE 


Ei 9.6.4. 
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空间 的 任 一 标 架 相 应 的 坐标 系 下 ,每 个 1€ Sim*(X) 都 形 如 à 5 
az 十 上 而 每 个 fe Sim- (X) UE zi—592:--5. 于 是 [€ 
Sim*(X) 的 角 ( 参 见 9.6.3) 就 是 复数 。 的 罚 第 〈 参 见 8.78.4), 而 
它 的 模 就 是 4 的 模 Lal. 

有 了 sz 一 as 十 上 的 写法 ，Sim+*(X) 上 的 单 可 迁 性 以 及 具体 
的 计算 都 成 为 很 容易 的 了 。 
96.5 四 点 的 交 比 。 由 于 X 自然 地 是 一 条 复 仿 射 直线 六， 它 就 有 
一 个 射影 完备 化 空间 售 ， 那 是 一 条 复 射影 直线 完 一 了 XUco&X ( 参 
见 5.1.3)。 注意 不 要 将 各 跟 9.55 中 引进 的 XC 混淆 起来 。 一 个 
是 复 射影 平面 ， 而 另 一 个 是 复 射影 直线 ; 一 个 有 一 条 无 穷 远 肯 
线 , 而 另 一 个 只 有 一 个 无 穷 远 点 ， 作 为 定义 ,X 中 四 点 的 交 比 就 
它们 在 入 中 的 交 比 ,也 即 在 CU oo 中 的 交 比 , 励 其 当 这 内 点 务 个 
相同 时 就 是 在 C 中 的 交 比 . 这 个 复数 交 比 与 和 的 欧 氏 结构 之 间 的 
联系 是 很 有 趣 的 : 

9.6.5.1 命题 。 若 一 [a, bs cy d]， 其 中 2.5, c, d€X, 


则 = 的 模 由 下 述 醒 离 之 比 决定 ，1z| e 2/5, s 的 旺角 则 由 下 
述 定向 角 之 差 决 定 : 


Ar 
arg(e) — ca, cb — da, db (1E SICX) 中 )。 

9.65$.2 上 面 的 结论 有 不 少 很 简单 很 初等 的 推论 ， 对 此 我 们 

不 想 详 加 说 肝 ， 而 仅 将 就 其 中 两 点 略 作 考 察 。 第 一 是 对 调和 四 过 

LX EB Lors es d] 一 一 1 的 四 点 的 讨论 ,请 参阅 14.45。 

第 二 是 说 明 co Las Ps os 4] 是 实数 的 充 杰 条 件 是 其 辑 角 为 0 或 


pou 

@， 因此 根据 8.7.7, 这 充 要 条 件 就 是 在 9D) ih, o), (70) 一 
pou 

(4, a), (, 5)sT 


i 我 们 又 将 大 到 这 正 是 a,5。cs4 JB EUR ED AR 
件 . 由 此 ,比如 说 可 以 说 明 ESSERE T xz 上 > EY 将 圆 变 成 


圆 (或 直线 ); 事 实 上 我 们 在 第 20 章 中 会 看 到 这 个 结论 以 更 一 般 的 
形式 出 现 ,请 参阅 18.10.4 和 20.6, 
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9.6.6 一 种 初等 作 图 。 求 作 一 个 过 定点 * 并 与 两 条 定 直 线 D，D” 
相 切 的 圆 。 DZ 的 情形 留 给 读者 ; 现 令 a 一 DND', ED, i 
和 x* 所 决定 的 凸 形 内 任 作 与 D, D' 相 切 的 贺 C， 我 们 的 想法 是 找 
出 以 a 为 下心 的 位 似 , 使 之 作用 在 C 上 后 给 出 一 个 过 * 点 的 轴 ， 
根据 这 一 想法 , 即 可 如 图 9.6.6 所 示 完 成 作 图 。 


"Qo 9.6.6. 


9.67 ”相似 形 原理 ， 讨论 这 一 原理 , 旨 在 求解 下 述 问题 :“ 设 D， 
D' 是 X 中 两 条 相 异 直线 , m, m 31g D, D 上 两 点 ， 并 以 成 比 
例 的 速度 各 自在 直线 上 运动 直线 ume 的 包 络 是 什么 ?” 

9.6.7.1 设 才 是正 向 相似 且 使 fm) 一 mt. fQn) m, Han 
m,n 是 直线 D 上 两 点 , m,» 是 D' 上 按 运动 规律 相应 的 两 点 ( 参 
见 9.6.2); 出 若 p, "是 mw’ 在 D,D， 上 作 直 线 运动 的 任 一 时 
刻 所 处 的 位 置 ， 必 有 fü) 一 py'， 因 为 运动 速度 成 比例 和 f€ 


> > 


Sim*(X) Bits PEE. 如 (参见 2.4.6) .我 们 所 需要 的 
m'nt mn 
原理 就 是 :“ 凡 与 点 对 m, mr 正 向 相似 关连 的 点 必定 也 画 出 一 条 直 
线 . "实际 上 也 是 这 样 : 
9.6.7.2 ”原理 、 设 了 是 区 的 正 疝 相似 。m" 是 与 点 对 (mso 一 
f(m)) 正 向 相似 关连 的 一 点 , 即 有 一 相似 ge GO+ (D) 使 mm 一 


Emo vmeX， 则 mi »" 是 正 向 根 似 。 特别 若 m 画 出 直 
线 、 贺 等 等 , 则 m” 也 夯 出 直线 , 圆 等 等 。 
任 取 标 架 应 用 9.6.4; 就 有 fC2) 一 az b s RUD) 一 cz， 其 中 
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图 9.6.7. 


a,b,c€ C. 因此 

m" — om d- mn" — g d c(fG) — x) — 2 A c(as cb — x) 
— (ac — e 4c 1)z 4- bc, 

而 xl (ae 一 c 十 1)s 十 be 显然 是 一 个 正 向 相似 。 


"99 ， 


如 果 回 到 开始 提 吕 的 问题 ， 我 们 可 以 看 到 ， 从 4 向 直线 (nts 
57) SUBESSEARIUSS E & dE (m, m) 正 向 想 似 关 连 的 。 因为。 
就 是 相似 mi m Hos DR XC 画 出 一 条 直线 EE, 而 直线 (ms 
mn) E UL ARI a 为 焦点 并 以 E 为 顶点 处 切线 的 抛物 线 :参见 
17.2.2.6。 

关于 原理 9.6.7.2 的 其 它 应 用 ,参见 10.13.18, 


迹 , 是 指使 存在 一 条 过 六 并 与 直线 (a, m) 正 交 的 切线 的 me X 
集合 ;两 条 曲线 C。C' POXURESER URS RURTRR T PUR EH m € 
X 多 集合 : 分 别 存 在 C 的 切线 和 C' 的 切线 ,它们 者 过 mm 并 且 相互 
正 交 。 

一 个 加 的 自足 轨迹 称 为 Pascal 旦 线 。 它 在 别 的 场合 也 会 遇 
到 ,其 中 有 个 原因 就 在 于 它 是 一 条 性 质 较 简单 的 四 次 曲线 ( 重 加 点 
四 次 线 )。 图 9.6.8.1 列 出 了 这 类 曲线 的 几 种 可 能 的 情形 ， 有 尖 点 
的 部 种 情形 称 为 心脏 线 , 倘若 读者 对 它 感 兴趣 ， 还 可 以 在 914.33 
中 找到 它 ， 也 可 参阅 9.14.22。 关于 在 二 重点 处 的 切线 夹 成 1208 
角 的 Pascal BELLA [DQ] 第 169 页 练习 77. 

关于 两 条 向 线 的 双重 三 足 雪 迹 ,容易 看 出 着 两 条 曲线 都 是 C 
类 的 正则 闭 曲线 ， 则 它们 的 双重 算是 轨迹 自然 地 分 解 成 两 系 曲 乒 
= 和 ww， 它 们 分 别 由 交 于 的 两 条 切线 在 C。C' 的 固定 定向 下 的 
诱导 定向 而 定 。 但 设 缉 分 成 两 条 曲线 的 分 解 ， 一 般 地 说 并 不 是 双 
重 亚 足 轴 迹 的 真正 的 代数 分 解 ， 下 面 将 会 看 到 , 当 C 和 C' 都 是 加 
时 ,存在 一 个 真正 的 分 钾 。 在 那 种 情形 下 我 们 要 证 明 x, x 分 别 是 
两 个 加 关于 相应 的 点 的 每 足 轨 迹 . 

9.6.8.1 RIBC, cC 同心 的 情形 是 显而易见 的 ， 因 此 假定 它 
们 不 同心 。 首 先 注意 到 恰好 存在 两 个 正 向 相似 九 , f 88 f:(C) 一 
Ci 1, 2) 且 这 两 个 相似 的 角 都 是 直角 (参见 8.7.3.5 和 9.6.3); 
其 实 只 要 取 m e CH mL me C 对 径 并 使 得 4 和 是 CC" 的 
中 心 ， 则 有 am omi, 把 使 fo) ema 和 fm) m m Gm 1 
2) 的 正 向 相似 记 为 ,所 即 可 。 根 据 9.6.2。 这 两 个 相似 确实 存在 


-00* 


GO 


并 且 是 定义 好 的 。 

我 们 有 f(C) — C, 因为 f(C) 是 以 f(s) 一 a' 为 中 心 昌 
半径 等 于 C' 的 半径 的 两 ,从 而 就 是 C' 本 身 . 分 别 记 C，C' 在 mm， 
m 的 切线 为 了 一 TC，D' 一 TaC', 记 x 一 DND', 记 记 为 
的 中 心 e, 在 DP 上 的 投影 。 我 们 楼 来 应 用 下 述 显 见 的 引 理 : 
9.6.8.2 引 理 ， 设 (o, 5.0). (a 2, 7). 是 两 个 直角 三 第 
JE. Wl. (a, 8) 16a, e); (is 0) Qa, ec')， 若 要 存在 正 向 相似 f 
使 fo) — a, f) m rs. fG)m c. IBABRAUGE 9D ES 


等 式 (5.2.0.0) — Q^, 2), Qr, 0). ELT nx GR RIME 
向 角 所 确定 。 


图 9.6.8.2, 


(ms 


, 7 E 
9.65.3 (3| [40,8 Omni, ci). (m m). diii Pr ox 
是 一 个 与 C，C' 以 及 六 的 选取 无 关 的 oc (X). WHR 1095, 有 


; M 
«m e). (ms m) 因为 由 
VA eM 
Cai, m), (mi, m m Gr, m), (n, mi) 8 
《参见 8.7.7.4 和 10.9.5) 可 知 ou wmm，* 是 四 点 基 贺 的 。 因此 
一 一 人 一 
Gi B). Gr o) — 0; 由 引 理 又 可 知 * 蚌 三 经 出 一 个 园 定 的 相似 
gH SB. 由 于 画 出 C 关 于 o 的 垂 足 遍 迹 ， 所 以 * 画册 
go; BUR, CN C' 的 双重 重 足 轨迹 就 由 gon). 和 类 似 的 另 一 
曲线 non) 组 成 。 


9.69 "EADEM MUTATA RESURGO", x m jin e A Xon. 
数 蝶 线 的 一 个 现象 ， 它 曾经 使 Jacob Bernoulli 赞叹 不 已 ， 以致 
最 后 让 人 把 这 种 螺 线 和 上 面 那 句 话 一 起 刻 到 了 他 的 幕 矿 上 《现存 
巴塞 尔 大 教堂 , 见 9.14.32): 从 一 个 对 数 螺 线 出 发 ,通过 适当 的 要 
似 变换 总 能 使 之 整体 不 变 。 这 一 现象 很 容易 用 Sim? OO(o€ X 
给 定 ) 或 Sim*(X) 含有 非 平凡 于 群 的 事实 来 加 以 说 明 . 
9.69.1 3jBERD ke RE 和 we X， 引 进 
G 一 人 KK 一 日 uo@YAOD)<RTC Sim? (X), 
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其 中 Hos EDI e 为 中 心 、 以 je 为 比值 的 位 似 ，@-(4(D) 表 
示 以 为 中 心 ,以 AGO 为 转角 的 旋转 。 我 们 看 到 ,G 是 simz(X) 
的 一 个 子 群 ， 一 个 同 压 ( 同 内) 于 加 法 群 R 的 单 参数 子 群 。 对 革 
个 适当 的 《。 称 G 的 一 条 蜡 于 Lo) 的 轨道 为 以 o 为 极点 的 对 数 
8a. 

dr CHO, —ARUCEMUAPEURALIUTE GCFHPERU, RHNUR 
BUEIRHBEUSACRICAUDAERHECRUR, XUMURAUERDE "io 


db 9.6.8.4, 


iae 


B] 9.6.8.6, 


正 向 相信 关连 ”的 做 靶 下 所 导出 的 曲线 也 仍 是 对 数 螺 线 、 例 如 ,应 
用 9.6.8.2 即 可 看 出 ， 如 果 对 数 螺 线 C 在 严 的 切线 TC VR. BEAR 


— M ES 
(m. a) 3EIRGERE (m, o), T,C € IX), JI C XT hoo HORE Jt 
轨迹 仍 是 对 数 螺 线 。 这 一 点 可 证 明 如 下 : 出 定义 G 人 在 C 上 十 迁 ， 


EE 


E 9.6.9.1. 
政 存在 fe G 使 (m) Vn, «€ C; 特别 有 
一 人 人 一 一 一 一 人 ~ 
(Mi os TC = lm), Heo), TTC) 一 《oo) T.C. 
它 的 北 命 题 以 及 对 数 螺 线 的 其 它 性 质 , 除了 Bernovilli 的 墓碑 以 


外 还 可 参阅 9.14.21。 关 于 大 自然 中 可 遇 的 其 它 对 数 坚 线 ,请 参阅 
[WL] 第 69 一 72 页 . 
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9.7.1 命题 设 GOcoes 是 开光 仿 射 标 架 ; 车 两 点 *。 yexX 


035* 


满足 wz 一 ay Vi—0.0), n, We — y. ERE EG, 
Gà, GOG — 1,7, 0 是 X 的 丙 个 子 集 并 使 oz, m ya Vis 六 
则 存在 fe ls(X) (of) Vi. 

将 X 在 处 向量 化 ， 则 8.1.2.4 表 阴 有 内 积 等 式 Ql) 一 
(zly) Yi、 而 线性 形式 (| - ) Gm 1, s o) 是 线性 无 关 的 ， 
Bio (s) 是 仿 射 标 架 ,因由 +x — v. 

上 眉 说 明 对 第 二 个 结论 仅 须 就 义 <<# 十 1 以 及 子 集 Gs 
(yi) 仿 射 无 关 的 销 形 进 行 证 明 ， 甚 王 运 不 妨 就 假定 《二 十 1， 
这 是 因为 X 的 两 个 子 空间 之 间 的 等 距 f€ s Y, Y?) 总 可 平凡 地 
扩充 为 了 e Is(X) 而 使 站 y 一 J。 下面 对 ”一 不 一 1 用 归纳 法 ; 
# = 1 时 ,用 9.1.6 即 可 (或 省 也 可 从 显然 的 情形 7 = 0 出 发 )， 俐 
定 结论 己 对 ”成立 。 引 进 由 所 给 予 集 生成 的 子 空 间 ， 了 一 《xs 
Ty 存 任 8 E135(X) 使 8(Y') 二 
了 .对 了 的 两 个 = 维 子 集 《4)icowsr 和 (g()),-wow-se 应 用 归 
纳 假设 , 则 可 看 出 仅 钴 对 满足 x; 一 yy(: 一 0, 1 0) 的 Cs 
Cy.) 证 明 命题 即 可 ,将 X 在 x, 处 向 量化 ,8.1.2.4 又 表明 

Cv) m Gil yen) Vi 1 sn, 
因此 xeo yes 属于 X 的 同一 条 正 交 于 Y 的 仿 射 直线 D. 但 
Foxat! 77 eas 
因此 9.2.3 RR (uas Y) 一 d()sus Y)。 由 此 即 得 :或 者 #41 一 
yan 或 者 yon orav ns). 


H3... 


186^ 


9.12 注 。 命 题 9.7.1 表明 了 dj xe; 给 定 司 子 集 Gic 
的 唯 -- 性 (至 多 相差 一 个 等 距 ) ,存在 性 问题 将 在 9.7.3.4 中 解决 。 
9.7.3 n —1 维 空间 中 n--1 个 点 之 间距 离 的 关系 

9.4.3.1. 很 自然 地 会 这 样 猜想 。 n 一 1 维 空间 X 中 十 1 个 
点 (xi)icwy-rm 的 卫 离 dj; 一 zin; 之 间 有 一 个 统一 的 关系 式 。 一 
1 时， 由 于 三 点 中 必 有 一 点 位 于 另 两 点 之 闻 ， 顷 积 (du 十 dw 一 
dej(au 十 du 一 du)(dw 十 dw — da) 就 应 为 零 ， 在 任意 ?> 维 的 情 
形 , 9.7.1 的 证 明 过 程 表 明 。 比 如 说 在 2 维 时 车 x, xi, 以 及 dus 
dz 都 已 给 定 。， 则 x 只 存在 两 种 选择 可 能 。 而 且 它 们 是 关于 直线 
Go z》 对 称 的 。 由 此 我 们 就 可 以 设想 存在 一 个 统一 的 关系 式 . 
下 面 就 要 找 出 这 个 关系 式 ; 四 路 是 设法 在 > 十 1 维 空间 沾 将 
(*)=oton 生成 的 平行 六 面体 的 体积 表示 成 距离 d, 一 xx; 的 函 
数 . 若 zx; 是 在 一 个 7 维 空 
间 中 , 则 该 体积 为 0, 这 就 
是 我 们 要 找 的 关系 式 . 而 
为 了 能 做 到 这 一 点 ， 由 
8.11.5 和 8.11.6 可 知 ， 只 
要 把 xX 在 x 处 向 量化 并 在 


(zz 一 i (d, cd. —d;) 


图 9.7.3, 
的 形式 下 再 用 一 次 等 式 8.1.2.4 就 行 了 ; 由 此 得 出 所 需 的 关系 式 为 
Res l(db4- 
d 2 (dh +t di, — diu) 
-0, 
OH GA IT d) enne di, 


严格 的 证 明 则 要 将 下 嵌入 一 个 = 十 14809 2€. 然后 ， 比 如 说 
可 对 六 处 的 向 量化 空间 成 应 用 8.11.82) Sa v). 

关系 式 9.7.3.1 的 不 便 之 处 是 关于 所 有 指标 并 不 对 称 , 指标 0 
在 其 中 起 着 特殊 的 作用 。 定 义 〈*)i=sws 的 Cayley-Menge: 行 
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询 式 如 下 


1 0 dod. 
9.7.32 Tr ros tH) ll d& 0 cd. 


| 
9.7.33 引 理 .我 们 有 (参见 8.11.5): 


一 一 


> 
Gram (35,75, ng) 


aC 
n 


T(xos is t2 X4). 


引 理 的 证 明 可 由 8.2.2, 8.11.6 经 计算 得 出 ; 任 取 标 准 正 交 标 


架 , 将 该 标 架 下 的 x 坐标 记 为 世 于是, 通过 经 典 的 行列 式 变换 ， 
依次 得 


ipud 4 
一 > | . 
Xe(zoz o S) = | : 
5 o—xpec bcd 


xb l1 0 


xx 3 00 
9.—0 0 1 
藻 最 后 的 那个 行列 式 D 上 乘 以 另 一 个 行列 式 ， 即 在 DD 中 对 换 
总 后 两 行 和 最 后 两 列 所 得 的 行列 式 的 转 置 行列 式 ,就 可 得 出 : 
(mm) 《za (xz 1 
(le) (nbn) stile 1 


— 
Msn, c xxu) m — 


xalxo)  Gulz) Gnd 1 
H 1 Ue 1 0 


Moprit trt S-RUS GE POA ApE GRO. VA i Ce 下 十 下 一 


2108 - 


44) 代 蔡 (slz)。 并 适当 地 通过 先 减 去 最 后 一 列 购 信 数 再 减 去 虹 

后 一 行 的 倍数 ,来 消去 所 有 的 lx; 这 样 就 得 到 了 

(ih 
2* 


T(z 2i***» 14). 


9.34 定理 ， 对 ”一 1 维 空间 X 中 任意 的 〔z);-op-ow， HÀ 
POT. 3t, 5.) 0905 (rimus. BUCO X IPSE TE EAR 


件 是 TG, ka ta) 70, ing KC - 个 实数 da i 


9, 1,---. 4 后， 存在 一 个 欧 氏 空间 中 的 单 形 Grdioesss 使 
di — xz BO ERRAT RERBA m 2, & AR (0,1, 
好 中 任何 上 个 元 素 所 组 成 的 指标 子 集 ,相应 的 Cayley-Menger fT 
FisAg O6 ER EL RES S CC". 

前 两 个 结论 可 由 8.11.6 及 9.7.6.6 推出 ; 最 后 一 个 结论 的 证 明 
是 对 用 归纳 法 .& 一 1 时 是 显然 的 .根据 归纳 假设 ,可 以 先 在 一 
个 名 一 2 维 的 Z 中 构造 单 形 Grimes 使 zi 一 2# Gs 一 2 
)， 而 后 在 《一 1 维 的 Y 忆 2Z 中 找 出 两 点 加 和 x 它们 位 于 YN 
2 中 且 使 xx; — du, zt 一 du Vi 一 2,.…s 有 把 加 到 Z 上 的 
投影 记 为 ,将 Y 作为 超 平面 做 你 维和 的 中 ,又 设 X 中 包含 # 并 
正 交 于 Z, 余 维 数 为 2 的 于 空 司 为 玉 ; 过 * 画 出 以 厂 上 的 天 为 中 
心 、 过 故 的 贺 C .该 圆 与 了 还 相交 于 区 , lie BIB CH], BERE 
xx 面 出 区 间 Lo, axo 1. 

现在 把 9.7.3.2 中 的 距离 di, 换 成 一 个 任意 实数 ,其 它 的 d; 
保留 不 动 ; 容易 看 出 这 样 得 出 的 行列 式 T(E) dE dO TO) 一 
一 5T(a 4) 十 中 十 8 其 中 a, BER 考察 5R 变化 时 
T(5) 怎样 变化 ;上 式 基 才 的 二 次 三 项 式 ,根据 假设 如 项 系数 的 符 
号 是 (一 1)*!. 另 一 方面 ,根据 定理 的 第 一 部 分 , 当 $ 取 两 个 不 
HR E mss RLEU mm ny 时 上 式 为 堆 ; 因 此 当 Ee Imi zat 
时 它 的 符号 都 是 (一 1)*"'。 但 TG) 不 为 替 , 呈 由 假设 其 符号 为 
(70 - (71), BibfeiEA € CM 0) 使 xz 一 
Hue 


可 


*109* 


图 9.7.3.4, 


9135 ”读者 也 许 已 经 看 出 9.7.3.4 的 证 明 中 有 两 点 值得 注意 
的 地 方 ;第 一 基 假 设 条件 并 没有 全 部 用 到 ,尤其 是 当 我 们 预先 知道 
这 些 x, 存在 并 且 构成 一 个 单 形 时 ， 它 的 任 一 子 集 必 然 也 是 单 形 . 
换 名 话说 ,我 们 不 妨 设 想 T 满足 下 述 纯 代 数 的 性 质 ， 若 Tn. 
x 54) 95 0 而 且 符号 为 (一 1)*Y,。 则 自然 就 可 推出 了 作用 在 
任 一 子 集 上 不 为 零 而 且 有 适当 的 符号 ， 情 况 也 确实 如 此 ， 请 参阅 
9.14.23; 由 此 可 知 9.7.3.4 中 的 一 个 充分 条 件 是 以 di(i, 1799, 7. 
4) 为 项 的 这 一 个 行列 式 ve 0 IB RESOS C1). 

第 二 点 是 ,倘若 并 非 讨论 单 形 , JU 9.7.3.4 并 没有 回答 9.7.2 的 
问题 ;一 般 情 形 的 解答 并 不 见得 更 难 些 ,只 不 过 是 稍 长 一 些 。 这 一 
解答 将 在 9.14.23 中 给 出 ， 最 后 , LBL] 第 105 一 106 页 中 对 问题 
给 出 了 一 种 不 同 的 提 法 ,可 资 参考 。 

利用 行列 式 了 还 可 以 研究 ” 维 空间 X 中 # 十 2 个 点 的 共 球 性 
(参见 9.7.5) 以 及 计算 一 个 单 形 的 外 接 球 曙 的 半径 。 定义 另 一 个 

了 


行列 式 A 如 下 : 
9.7.3.6 
9 dd 


AG n) m | n) 


d deo 
97.3.7. ER. S (2)) -构成 ” 一 1 维 空间 X 中 的 单 形 ， 
则 该 单 形 的 外 接 球 面 的 半径 适合 下 式 : 
R= 人 ACY 0), 
2 T(z,--: x.) 
特别 是 对 单 形 来 说 A(zb s 6) 70. 
oon Hb ju X 中 十 2 个 点 〈2)=woet 属于 同一 球面 或 网 一 
超 平 面 的 充 要 条 件 是 
A(Cz Xy) 一 0 
通过 简单 的 行列 式 运算 可 以 说 明 ， 若 对 1 一 1,…,# 都 有 
dy—R, Wj T(x zy za) 一 一 2RT(x 7 1)7 A(xis ++, 
25)5 将 《xi)icism 的 外 接 球面 的 中 心 取 作 %。 则 得 出 所 求 公式 ， 
因为 由 9.7.3.4 有 T (x xmi x) 0. 
由 此 也 可 推 包 :车 六 ERR. RU A(z nee) 一 0; 而 反 过 
来 却 未 必 显 然 . , 下面 我 们 直接 证 明 A(z，…yzot) 一 0 是 二 共 
球 或 位 于 同一 超 平面 的 充 要 条 件 ， 选 取 一 个 标准 正 交 标 架 并 设 
(1 十 2; 1 一 1,…， 7) 是 * 的 坐标 . 车 * 属 于 同 
一 超 平面 或 球面 , 则 存在 不 全 为 0 的 数 a. 6。 ci( 二 1,…s,#) 使 
fü: 


als! 6c M ud-90 一 
i-a 


对 此 例如 可 参阅 10.7.6。， 由 此 推出 下 列 两 个 行列 式 都 等 于 0: 


la ponen 


-, 


lz 


Bu 


i od 2 
ZIEL 
Qo dee —2xha 23a 
EE E CRISIS UST 0, 而 这 个 积 正 是 AG nts 81 
反 过 来 ， 若 AG c. xu) 一 0， 见 第 一 个 行列 式 等 于 0， 
因此 存在 不 全 为 0 的 a,5, ci 如上， 由 10.7.6 可 知 ”都 属于 由 下 
列 方程 确定 的 球面 或 超 平面 ; 
a|- Pb 一 0， 


9..58 例 . 令 4 一 dasb 一 dss ec 一 dys 则 Tx, 8. x) 
—(a t b c)(actó—cKa—bco(-actbt e), 这 就 是 
三 角形 面积 用 边 长 来 表示 的 公式 : 见 10.3.3, 

若 令 a-dadu, 8 一 dd Y — dada, WE Ax. xm. os 

x)-— —(act6-T)(act8—YYo-8--Y)—at 8r), 
这 就 是 Prtolémée 定理 : 见 10.9.2, 
9.74 度量 空间 的 一 个 基本 问题 。 欧 氏 优 射 空间 的 特殊 地 位 ， 使 
我 们 不 禁 要 问 ,是 否 可 能 在 度量 空间 中 仅仅 按照 度量 的 条件 (比如 
说 ,不 知道 x 是 向 量 空间 等 等 ) 来 对 欧 氏 仿 射 空间 进行 分 类 ， 这 一 
基本 问题 已 由 K. Menger 于 1928 年 解决 ;读者 可 在 [BL] 第 IV 
章 找到 完整 的 解答 ; Cayley-Menger 行列 式 是 解决 这 个 问题 的 关 
键 工具 ,证 明 看 来 并 不 比 97.3.4 困难 多 少 。 

对 其 它 的 经 典 度量 空间 也 可 以 提出 类 似 的 问题 ,例如 球面 , 椭 
空间 和 双 曲 空间 (参见 18.4.7, 19.1.2.5 和 19.2.11)， 在 [BL] 中 
也 可 以 找到 完整 的 解答 。 应 该 指出 ， 若 要 对 没有 甚 它 附加 结构 
度量 空间 进行 系统 的 研究 , [BL] 是 一 本 极为 出 色 的 参考 书 。 
975 垂直 平分 超 平面 

9.7.5.1 命题。 给 定 X 上 不 同 两 点 x. y 后 ,集合 {z & 和 :sx=> 
zy) 是 一 个 超 平面 , 称 为 * 和， 的 垂直 平分 超 平面 (4 o 2 时 为 午 
EYED. 

更 一 般 地 , 若 (ximus 是 仿 射 万 关 的 , 则 


(nz 


EXists ad 一 
是 = 十 1 一 维 子 空间 ;特别 当 BP (n) 是 单 形 时 ， 存 在 
唯一 的 一 点 与 该 单 形 的 所 有 项 点 等 距 ; 或 者 说 (参见 10.7): 一 个 
单 形 有 唯一 的 外 接 球 面 。 
证 明 的 要 点 基 将 x 在 x. 处 向 最 化 ， 再 如 上 面 多 次 所 做 的 那 
样 ,说 明了 距离 关系 式 给 出 了 数量 积 ;然后 应 用 2.4.8, 
9.7.6 Appolonius 公式 ， 重心 与 距离 。 沿用 3.4.5 的 记号 和 概 
念 ,我 们 有 : 
9.7.6.1 Appolonims Ask. ib, xz)} 是 x 中 质点 的 有 限 
集 。( 对 ns e) REI (0， D 是 其 重心 , 则 有 
Ve€X; Shed = $lhpibc (x x) ag 
或 一 
Vat X; Pax — P hyrl  2(2l£). 


只 要 写 出 zx 一 sg Hi e 2Cogl gu) 并 应 用 34.65 即 可 
9.7.6.2 推论 ， 条 件 与 9.7.6.1 相同 ， 另外 外 是 一 个 给 定 的 实 
HGNLL o [ex: 91 nest 一 矣 是; 


一 一 歹 0 时 : 对 任何 人 都 是 一 个 以 《 自 * 为 方向 的 仿 射 超 
平面; 
(O—DPlu0W: S£) uniiL-9, 
DIPDPGEUSE 


| CE 
L=$|g |—— . 


这 里 , S(*， +) SURUL a 为 中 心 、7 为 半径 的 球面 . 了 ) 4 之 9 
的 情形 ,读者 可 自行 补 出 。 


113。 


$3.63 推论 ， 在 9.7.6.1 的 条 件 上 再 加 上 93 uo 0, Riná 


数 >H>. >) lz 好 在 8 达到 唯一 的 极 小 信 . 

9.7-6-4 ”推论 9.7.6.5 至 明 ， 有 限 个 质点 的 重心 在 任 一 使 质点 
组 整体 稳定 的 等 忠 下 不 变 ; 但 这 个 结论 也 可 由 3.7.3 和 9.1.3 Rf] 
捷 地 得 出 。 

93.65 ”推论 9.7.6.2 给 出 了 数量 可 观 的 简单 “几何 轨迹 "的 性 
质 ， 首先 , 取 14(1, x), (一 1,y)} 就 又 会 得 出 9.7.5.1。 其 次 , 更 一 


HOD, BERGER a, y 的 虐 宛 之 比 为 党 数 的 点 的 纵 迹 146 x; ro 


对 是 一 个 以 二 o E (4 o 为 中 心 的 球面 .同样 ,tee 
Xs e ay — AK) SÉ ARR, Wi Gee Xie! 一 sy m KH ME 
个 超 平面 ;在 第 一 种 情形 ,公式 


" 
zr ozy — 2zg!-R 2gx! — 2zgh4 3T 
y 8 2 


Woo" ARA, 


x n 
Bi 9.7.6.5, 
最 后 ，{z:ze 一 oy ok) Ee ny 正 交 的 超 平 面 ， 
9.1.6.6 ”有 了 公式 9.7.6.1, 就 可 以 不 异 助 行列 式 (参见 9.7.3.3) 
而 证 明 9.7.3.4 的 开头 部 分 ; 具体 证 月 如 下 : x 中 总 有 一 点 是 其 它 
点 的 重心 (参见 1.6)， 假 设 该 点 就 是 xs 则 


EIS 


x. $us m Dl 
引进 质点 组 {465 nsns Quas fd» CCo xo)}; 则 其 重心 就 
E 0,0), B9 3140 而 


1-0 


根据 9.7.61, BEHE > 4,zx? 与 z 无 关 , 设 其 值 为 名 以 mtu 
ze 代替 s. HORE IB: 

Ads cr hd 

Ado 7 cdd 


Td — dk 
十 led 一 四。 一 下 


Ld 十 A 二 bd 十 + Xa dag 一 不 
Ach +h +The —1 =0, 
因此 有 DG so x.) — 0. 


98 子 集 的 稳定 子 群 


9.1 为 研究 子 集 4CX， 自 然 会 想到 定义 4 在 1s (X) 里 的 稳 
定子 群 或 迷 向 子 群 1ss(X) = (e € ISQO: z(4) — 4. [sa(X) 
越 大 ,4 的 对 称 性 越 强 ; 4 的 性 状 与 Is (X) 相关 .在 第 一 章 里 我 
们 已 经 接触 过 1s4 (X)， 以 后 在 125 ES AB E. AX HOT E 
所 成 的 集合 到 Is(X) 的 子 群 所 成 的 集合 间 有 一 个 映射 xX:4 > 
Is4(X)， 这 个 上 映射 在 后 面 起 着 主导 作用 ， 
9.8.2 注 、 如 果 4 是 紧 集 旦 ge Is(X)， 那 么 从 g{4)C4 可 导出 
g&(4)— 4. 但 苦 4 仪 仅 是 闭 集 或 者 有 界 集 时 ， 则 上 述 结论 不 成 
立 ， 可 参见 9.14.26, 

卸 4 的 闭 包 记 为 d. 一 般 说 来 Is4(X) 斤 Is4(X) GR JL 
914.27), 子 集 4 关于 它 从 x 诱导 得 的 度量 有 一 个 等 距 变 换 群 


ns 


JR(4)， 这 样 就 得 到 限制 映射 p: Is4(X) 一 Js (4)。 一般 说 来 P 
不 是 单 射 ， 例如 设 4 一 了 是 的 真子 空间 ， 对 称 oy 就 在 Y 上 诱 
导 了 人 恒 等 映 射 。 不 过 只 要 [ 4] 一 发 。p 就 是 单 射 。 与 此 相反 的 是 
2 总 是 满 射 ,这 可 从 9.7.1 得 出 。 

至 于 X, 它 既 不 是 单 射 又 不 是 潢 射 。 这 是 因为 图 9.8.2 的 两 个 
贺 形 有 相同 的 对 称 群 。 男 一 方面 取 定 w& XX 后 ，G 一 Iss(X) 不 
可 能 是 任何 子 集 4 的 迷 向 子 群 ， 这 是 因为 @ 的 轨道 都 是 以 上 为 中 
心 的 球面 的 并 集 ， 它 们 都 以 lss(X) 作为 迷 向 子 群 。 但 如 G 是 
EOD 的 有 限 子 群 ， 那 么 总 存在 4CX 使 得 G 一 Is4(X) (参见 
9.14.36), 


图 9.8.2. 


933 (ni. 一般 地 说 ， 与 Is(X)(oe X) 相反 ，1sx(X) 在 
ls(X) AERSEBISE. 例如 把 Is(X) 内 由 一 个 无 理 角 旋 转生 成 的 
子 群 取 为 6， 把 C 的 一 个 轨道 取 为 4。 但 当 4 是 工 的 闭 子 集 
时 , lsx(X) 也 是 1s(X) 的 闭 子 集 ， 

9.84 有 界 性 ， 如 果 4 有 界 , 那么 Is4(X) 总 是 有 界 。 这 是 因为 
以 下 将 看 到 Ist(X) 是 紧 集 ,并 且 有 40 CT4D C 98:2). 
反之 当 4 不 是 有 界 集 时 1ss(X) 也 可 能 有 界 : 18 91427, 

9.85 有限 性 ， 当 4 不 是 有 限 集 时 Is4(X) 仍 可 能 是 有 限 集 ( 见 
9.4.27), 但 当 4 是 有 限 集 时 5,00) 不 必 有 限 : 例如 当 de 
在 一 个 子 空间 内 并 且 dimX 一 dimf 4] 之 2 时 。 反 之 若 

dim[ 4] > dimX — 1, 

那么 只 要 4 有限，Is4(X) 也 有 限 。 为 着 出 这 一 点 ,只 须 确 定 怎样 
的 ge I(X) 能 在 4 上 诱导 出 恒 等 变 换 。 由 于 这 样 的 8 也 在 [4] 


"11i6« 


上 诱导 出 便 等 变换 ,所 以 当 [4] 一 时 ，z 一 ldx， 当 [4] 是 赵 “ 
平面 时 ，g 一 1dx 或 sa. 
9.8.6 紧 性 和 不 动 点 

9.8.6.1 命题 ， 如 果 4 是 羡 的 紧 子 集 ， 则 存在 x & X 使 得 
B,O0CIS (OD, 特别，Iss(X) 是 Is(X) RUE, i Gc 
IX) 是 紧 集 , 则 存在 *《 改 使 得 Gcls,(OX). 

只 要 任 取 G 的 一 个 轨道 ， 就 可 从 前半 部 分 结论 导出 后 半 部 分 
结论 。 前 半 部 分 中 “特别 ”后 面 的 断言 可 从 9.8.3 以 及 Iss(X) 是 
JOE CJ 8.2.3.3) 这 些 事实 由 第 一 个 断言 准 导 出 。 而 第 一 个 断言 
至 少 可 用 三 种 方法 加 以 证 明 ， 

9.8.6.2 第 一 神 证 明 ， 这 就 是 2.7.5.9 的 证 明 。 在 这 里 ， 内 部 
非 空 的 条 件 并 不 是 必要 的 ,因为 liz(X) 总 是 紧 的 (与 GA,CC) 2c 
GL(OX) fX). 

98.63 第 二 种 证 明 。 这 是 11.5.8 的 结果 ， 事 实 上 ， 如 果 吾 
是 革 中 含 4 的 具有 最 小 半径 的 唯一 圆 球 。 则 以 p (4) 一 4 可 得 
g(B) 一 6， 这 是 因为 B 是 唯一 的 而 且 仅仅 由 度量 性 质 所 定义 .要 
找 的 不 动 点 就 是 吾 的 中 心 。 

9.8.6.4 ”第 三 种 证 明 (Bruhat-Tits 引 理 )， 这 个 引 理 肯定 了 
在 一 个 比 欧 氏 仿 射 空间 更 一 般 的 度量 空间 内 ， 紧 子 集 的 等 距 变换 
群 总 有 不 动 点 存在 .当然 这 个 度量 空间 要 满足 一 些 条 件 , 除 X 外 还 
有 不 少 其 它 空 间 也 满足 这 些 条 件 , 尤 其 是 双 曲 空间 ( 见 19.4.7). 

要 知道 98.6.1 并 不 对 任意 的 度量 空间 都 成 立 . 车 如 说 以 * 为 
中 心 的 球面 8 有 等 距 变 换 群 1 (5)。 但 这 个 群 没有 不 动 点 ,并且 
Is(3) & l,(X). 是 紧 的 , S 也 是 紧 的 。 

在 欧 氏 仿 射 空间 内 ,以 下 条 件 (CN) 被 两 个 点 的 中 点 所 满足 ， 
而 且 取 的 是 等 号 , 这 就 是 9.7.6.5 所 给 出 的 中 线 公式 .以 后 将 看 到 
对 于 双 曲 空间 内 的 线段 的 中 点 , 条 件 (CN) 也 能 满足 ( 见 19.4.7)。 
但 球面 不 满足 此 条 件 . 

9.8.05 引 理 (Bruhat-Tits, [B-T], 63 页 )。 Ub X 是 完备 
度量 空间 ,满足 以 下 条 件 ; 


一 UE 


对 任意 的 sy 6X, (édEme x titi 


(€8D Mots 2) + eC s) m 1P(n, 十 L P, y) Vae X, 


则 对 多 的 任 一 有 界 子 集 4 存在 点 * & XX 使 得 gG) Ng € Is(X)， 
358 g(4) — 4. 


图 9.8.6.5. 


. 证 明 的 县 路 如 下 : 假设 4 是 紧 子 集 ， 从 4 出 发 可 作 一 个 子 集 
u(A); 对 于 4 中 请 足 d(x,y) — diam (4) 的 一 切 点 对 (x, »); 
通过 (CN) 条 件 可 以 得 到 点 wm， 这些 m 就 构成 了 p( 4)。 这 样 
(CN) 保证 diam (x( 4)) « Adiam (4), iB. à < 1 是 普遍 适用 
的 . 于 是 得 到 了 直径 趋 于 0 的 紧 子 集 的 下 降序 列 ， 它 们 的 交 就 是 
所 求 的 点 。 

以 下 给 出 当 4 是 完备 空间 X 的 有 界 子 集 时 的 详细 证 明 ， 这 就 
是 一 般 的 情形 。 我 们 取 定 Xe ]0。1[， 并 且 对 任 一 子 集 Y 取 Y 内 
使 dry) Z kdiam (Y) 的 点 对 (x. y) BUB (CN) 条件 给 出 的 
点 症 的 集合 : 记 为 &(Y). 

从 条 件 (CN) 可 得 

supid(z, y): x€ Y, y€g(Y)) x k, diam(Y). 
diam (py (Y)) < & diam(Y ). 
BB m V1 — EH, hom 1—RI. 利用 归纳 法 : 令 
(Y) = au (Y). 


设 4 有 界 , 则 从 前 面 的 不 等 式 首 先 可 得 

diam (pr( A)) SR diam (A) Yne N*, 
因而 ^04) 的 交集 至 多 是 一 个 点 。 但 这 个 交集 也 不 是 空 集 : 设 
Gr) 是 点 ze pw"( A)、 n € N 的 任 一 序列 , 则 它 是 一 个 Caarhy 
序列 ,因为 根据 前 面 的 不 等 式 有 dns, cuu) SAI dismC 4)， 这 
个 序列 收 伊 于 x € X, MI n E CA) — dx), (E nC) 是 从 4 


出 发 纯粹 由 度量 条 件 定义 的 。 因 而 un (A) 在 I, 00 下 保持 稳 
XE, * 也 保持 不 变 。 

98. ik. 如同 2.7.5.11 那样 可 以 看 出 IG) 的 极 大 紧 子 群 者 
是 共 邢 的 。 

988 9L 请 参见 1.7.5.1 的 证 明 以 及 [B- T] 第 64 页 。 
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DE 
991 定义 ，M 中 的 一 条 曲线 就 是 ([o, H1 D» Xo Los 1E R 
的 一 个 区 间 Qa «c 全, 户 fos 5] — M AER, (Ls 6]. ) 
BUM E (Gn) 10)» rh Ga) 是 起 点 f() AB DL Gn. y) 
为 半点 的 划 线 的 集合 记 为 CQ). FEDERE RU co 中 的 一 
个 元 素 long (f) 定义 为 
long (P) — sup [95 d(fG2« Goss 


i-o 


aco he rr Sa d, mb, sev. 


M long () € 及， 时 , 称 曲线 ; 为 可 求 长 的 . 

99.2 注 。C(x,y) 志 8 Vx,y€E M 相当 于 说 对 RUE. 
JUR 6:[c, 4] La, 5] EIER f: [ay 51-5 M REMIS 
线 , 则 总 有 


long (f90) = long (f). 
因此 可 把 长 度 看 成 是 定义 在 曲线 集合 关于 上 述 等 价 关系 所 得 的 商 
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集 上 的 ， 这 梯 就 得 到 了 几何 张 的 密 念 ， 但 在 本 书 中 并 不 用 到 此 概 
念 

请 注意 象 99.2 那样 的 图 假定 了 连接 (G2 100). 的 “ 线 
眉 " 的 存在 福 , 关 于 这 一 点 请 参看 9.9.4.2, 


9.9.3 例 

9.9.3.1 我 们 总 有 long (1) 2 a(x, y) Vie C(x, y). 

99.2 如 果 fi[a,51— M. gi(6, c] M 是 两 条 曲线 使 
得 12) 一 (5), Widh£g fUg;laes c1 M 满足 

long (fU g) 一 Iong (7) + long (g). 

9.9.3. 甚至 对 很 好 的 M 也 可 能 存在 不 可 求 长 的 星 线 . 例如 
左 平 而 R* 内 把 图 形 9.9.3.3.1 迭代 无 穷 多 次 ,可 得 映射 1: [0,1] 
R:。 首 先 要 证 这 样 做 法 可 收敛 于 一 个 连续 映射 f。 我 们 把 它 留 给 
读者 。 f 的 长 必须 zm (43) v2 € N*, 因而 是 无 穷 大 . 此 外 ,对 于 
使 “<7“ 的 5 ”6 [0 1], PRaIBUM f1nsn 的 长 仍然 是 无 穷 大 。 

这 样 的 曲线 尽管 看 起 来 有 些 反 常 ， 但 还 是 很 自然 的 。 我 们 在 
涯 岸 的 外 形 里 遇 得 到 这 种 曲线 。 关 于 这 一 题目 的 更 多 的 讨论 可 参 


看 My. 


图 9.9.3.3.1, 


^, 


994 dB. P SR UR SIS 
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图 9.9.3.3.2. 


9941 3X. BAT; 51 M hiRIBIS 40CD. für 
rf —iNi, rela, bl, in, 就 称 为 线段. 特别 、 
Jong (f) = d(H(a), 1(5)). 
9.94.2. 这 里 定义 的 线段 与 在 3.4.3 内 引入 的 欧 氏 仿 射 空 阅 
天 内 以 =，yE X 为 端点 的 线 眉 [x, y] 的 概念 并 无 分 歧 。 实际 上 
对 任意 的 ec 展 ， 一 个 那 祥 的 线段 可 唯一 确定 一 个 线段 f: 


tes ot s )) o inn RD) mt EX 


一 般 说 来 ,即使 C(x*,y) ^c 时 ,在 MM 内 也 有 可 能 不 存在 以 (x, y) 
为 端点 的 线段 。 足 议 保 证 这 一 存在 性 的 相当 一 般 的 条 件 可 参见 
LCT] 第 135 页 或 [BL] 第 40 页 。 


* 8) 4) ME CM 
£l — Pea -—- 
图 9.9.4.2. 图 9.9.4.3.1. 


9.94.8. 很 容易 找到 一 个 反例 : 取 M 一 RNC, 0), "S 
离 是 从 RH 诱导 而 得 的 , x* € M 是 任意 一 个 点 , y 一 一 *, 则 不 存在 
VÀ (x, —2) 为 端点 的 线 眉 ,这 是 因为 它 的 长 应 该 是 2 ell, 但 只 有 
ABE Ex. 一 x] 的 长 才 等 于 zlzll。 不幸 的 是 这 个 线 毁 包含 (0:0) & 
M 。 另 一 个 例子 是 球面 SCR", 带 有 出 R"+t 诱导 的 距离 。 对 
任意 的 2, y€ 3*，x 过 y, 5" 里 以 〈x， y) 为 端点 的 任 一 曲线 
的 长 long(f) 2 d(x, y)， 这 是 因为 long (D) 2 4(3, fG2) 十 
(KG. y)Yrie lo, 0L, 并 且 
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d(x, G0) + dK, y) > d(x, y) 
(参见 9.1.1.1)。 这 些 反 例 使 人 得 出 以 下 定义 。 
9.94.4 定义， 如果 度量 空间 M 是 弧 连 通 的 并 且 
d(x, y) 一 inftlong (D:f€ C(x, y)} Vx, y€ X, 
则 称 M 为 内 蕴 空 间 ， 如 果 对 任意 的 *，?6 M 存在 以 (x,y) 为 
端点 的 线段, 则 称 M. 为 优 界 的 。 
9.9.45 例 ， 根 据 9.9.4.1 可 知 一 个 
优异 空间 总 是 内 葡 的 . 但 9.9.4.3 的 第 一 
个 例子 表明 反之 不 一 定 对 .。 
从 9.4.4.2 可 知 欧 氏 仿 射 空间 是 优异 
的 ， 此 外 9.1.1.1 表明 当 端 点 给 定时 ， 
线段 是 唯一 的 《可 能 相差 定义 区 间 的 一 
图 9.9.4.3,2. 个 平移 )。 
以 后 将 看 到 优异 空间 的 其 它 例子 : 18.4.2，19.1.2 及 19.32, 
从 球面 的 例 以 及 后 面 9.9,8 的 图 周 的 例 可 看 出 与 网 氏 仿 东 
空间 不 同 ， 在 一 个 优异 空间 内 ， 给 定 端点 间 的 线 外 并 不 总 是 唯一 
的 。 
9.9.4.3 的 第 二 个 例子 告诉 我 们 , 当 8 带 着 由 R^" 诱导 的 距 
离 时 , 它 不 是 内 列 度 量 空间 。 在 18.4 中 将 设法 补救 这 一 缺陷 ， 
9.95 最短 路径 ， 我 们 通常 说 在 一 个 欧 氏 空间 内 从 一 个 点 到 另 一 
点 的 最 短路 径 是 闵 这 两 点 为 端点 的 线 眉 。 更 精确 地 说 : ARP 
VÀ, C» y) 为 端点 的 曲线 且 long (£) — d(x, ?7)， 则 对 了 的 定义 区 
lle, P [中 的 任 两 个 满足 rr 的 nns 有 
17) elx, y1 以 及 Ko€ Er, f(7)1. 
这 个 结论 可 从 9.1.1.1 以 及 下 面 的 初等 事实 得 出 : mE 
long (f) — (2, y). 
则 对 任意 的 (€ Le, 01. 3 
long (flin) = dx, AA) 以 及 long (flim) = 2(K2. y). 
9.9.6 注 ， 回 想 一 下 ( 见 [DR] 第 314 页 )， 在 欧 氏 仿 射 空间 X 内 
如 果 曲 线 大 [ea 51 X 是 5 类 的 , 则 它 是 可 求 长 的 而 且 长 度 等 
Er 


long 四 一 个 Hole 


和 更 一 般 地 ,这 一 类 公式 对 于 欧 氏 仿 射 空间 的 微分 子 流 形 .甚至 抽象 
黎 受 流 形 的 曲线 也 有 效 ， 如 果 这 些 流 形 是 完备 的 ， 就 总 能 得 到 优 
蜡 的 度量 而 且 线段 是 局 部 准 一 的 。 这 些 概念 导出 了 测 地 线 的 基本 
概念 。 关于 其 推广 可 参看 [KG3] 第 114 页 或 [MA] 第 271 TC 
9.9.7 内 划 康 重 的 构造 法 ， 如 果 (M , 2) 是 一 个 非 内 藻 度 量 空间 ， 
有 一 个 方法 几乎 总 是 能 给 出 一 个 内 曹 度量: 

9.9.7.1 命题 ， 设 (M, 4) 是 一 个 度量 空间 使 得 Vz，?eX， 
存在 fe C(s, y) 使 long (f) < co, Bil 
dM X M 23 (x, y) — d(x, y) — infllong (f):f€ Cr, y)] € R«. 
是 M 上 的 一 个 距离 。 并 且 是 内 区 的 。 此 外 3 “2. 我 们 把 证 明 
留 给 读者 ， 参 看 9.14.30。 结论 中 的 4 一 2 说 明 这 个 方法 用 一 次 
就 到 底 了 . 

当 度量 空间 是 (5", 4) 时 (其 中 < 是 由 Ro" 诱导 的 度量 ), 那 
末 得 到 的 新 度量 2 正 是 8.6.3 内 引信 的 度量 Z5, y) 一 Are cos 
(15)). 在 9.9.8 ES) n 一 1 时 研究 这 个 度量 ， 在 18.4.3 将 对 任 
意 的 = 进行 研究 ， 如 果 把 圆周 5: 参数 化 为 n9 Gs V1 — P) 并 
借助 99.6 计 算 2 就 再 次 导出 利用 积分 | Jes 
测度 ,这 个 方法 比 复 指数 4 的 方法 稍 初等 些 。 参 看 8.3.13. 
9.9.8 B] S' PARERE, 这 里 涉及 的 是 欧 氏 向 量 平面 x 的 一 
个 圆周 C、 就 是 〔 一 (xe 和 :|z|| 一 二。 这 个 圆周 可 等 同 于 区 的 
E BEAD CAU 8.6.1)。 这 样 就 有 : - 

93.81 定理 . 关于 区 一 Arc cos ((*|y)),，C 是 一 个 内 绢 
度量 空间 ， 要 使 xy 十 到 = xt 的 充 要 条 件 是 半 直 线 Riy 在 Rx 
与 Rs 之 间 ( 见 8.7.5.2)。 给 出 了 x.y€ C。 如 打 ye 一 z。， 则 
存在 从 z 到 ?> 的 唯一 最 短路 径 { 见 9.9.5), 这 就 是 从 * 到 y ESSE 
( 见 8.7.5.4); SUR y 一 一 *， 则 恰好 有 两 条 最 短路 径 ， 这 就 是 以 
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pe 


Ges y) 为 端点 的 两 个 半圆 周 。 
对 于 三 个 点 *。) 2 € C、 除 去 其 中 两 个 点 是 相等 或 相对 
(这 时 可 直接 解决 ) 的 情形 外 ,只 有 以 下 四 种 可 能 的 位 置 : 


n 
(C) 
TY 
. ; 
y 
H 


图 9.9.8.1. 


A 


d 


在 第 一 种 情形 有 ry-b yr — xx. 在 第 二 种 情形 是 rydya-bxre 
2x， 在 第 三 种 情形 有 又 一 ys 一 节 ， 第 四 种 情形 是 三 一 区 一 
yr. 这些 结果 都 来 自 8.7.5.3， 由 于 在 第 二 种 情形 里 有 区 十 yz 之 
x， 因 此 不 论 在 哪 种 情形 都 有 x 十 ys mox, AME SQUE 
种 情形 里 才能 成 立 。( C。…) 是 一 个 度量 空间 。 为 了 说 明 它 是 内 
蕴 的 。 我 们 证 明 它 是 优 虹 的 ， 设 x, y € C, 根据 8.7.5 的 作法 , 当 
砂 一 上 时 ,我 们 先 给 平面 X 定 向 并 苔 以 (>。 y ) 为 端点 的 曲线 取 为 


C , 


x 


图 9.9.5.2, 


45 


f:[0, (1 35.99 coss el 二 sins， egC. 对 于 使 * 委 ?的 2 
10, 3, 我们 有 fCORGO = 5 一 *， 因 此 HERES MARE. 至 
于 有 关 最 短路 的 断言 ,这 可 从 定理 前 半 部 分 对 严格 三 角 等 式 xy 
ys — xz 的 研究 以 及 9.9.5 节 来 必 的 评论 推导 出 来 。 

9.99 附注 。 关 于 一 般 度量 空间 的 曲线 的 性 质 以 及 不 用 微分 学 而 
定义 曲率 、 揽 率 的 方法 可 参看 [BL1 第 74 页 以 后 或 [B-M1 第 10 
章 , 也 可 参看 9.14.30, 
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930 度 最 及 微分 几何 :第 一 变 分 公式 


这 个 公式 的 名 称 听 起 来 似 了 很 深奥 ， 实 际 上 就 是 给 出 欧式 仿 
射 空间 上 距离 函数 4:X x X 一 民 的 导数 ,但 是 它 有 很 多 有 起 
的 推论 ， 读 者 也 可 参看 9.10.7。 
9.0.1 第 一 变 分 公式 . 对 于 zy6X， x 关 》 以 及 元 六 E 部 
d'Gc y), 8) e —— (xy|2 — 8) 
Imm 


一 一 
. — lzlieos (2, 25) — lll cos, xy). 


图 9.10.1. 
ERJE— AGRCESBIBEUTETR ELA RO RR. STAR 8.6.3， 为 了 
证 明 9.10.1, 4&2 的 平方 记 为 e, 所 以 e 
eG y) = Ex 3) — ley. 


BUR SAT SR 
es y), 2) = 207912 — 8). 


ease 


这 是 因为 绝 量 积 是 一 个 双 线 性 型 (可 参见 1CH1], 第 33 页 ,然后 
B 4 一 V < ， 就 能 得 到 所 求 的 公式 。 

9.10.2 如果 有 两 条 曲线 C 和 C' 始终 正 交 于 一 个 直线 族 DC 。 这 
样 9.10.1 的 公式 里 的 两 个 第 都 是 x/2 于 是 它们 的 余 臻 等 于 0, 就 
可 知道 有 d(CN DG), cC'Y DOO) — 常数， 作为 其 特例 ,一 条 位 
TUA s 为 中 心 的 球 画 上 钓 曲线 在 w 点 的 切线 与 直线 《x, m》 正 交 
(5 10.7.4 EGRE, 


图 9.10.2, 


9.0.3 设 x) R—^ 0. "EEÉCNHSIB— 4€ C! 类 正则 曲线 

(BB xD 2e 0V1), TewC 是 C 在 x9 处 的 切线 ，XD 是 TaoC 

的 点 、 它 变化 时 拭 出 一 条 曲线 D. 而 且 九 始终 与 了 -pc 正 交 于 

xG. Bliusi CE D BUSH GUAE IE 它 就 符合 上 述 假设 。 这 时 C 

被 称 为 也 的 浙 屈 线 。 在 这 样 的 假设 下 ,对 任意 的 参数 s, t, 都 有 
12006) — xG)yG)! = long (Cua). 

这 是 因为 在 9.10.1 的 公式 中 可 取 9 x. 2 — y(O, 这样， 六 


与 zy 的 夹 角 是 «/2. KGRMOS 0， 而 # 与 荡 的 交角 为 0 或 

AU GG XX, yO) 一 sel, 把 安 从 到: 求 

38. 7E GEO 9.9.6 的 公式 ,就 可 得 出 前 面 给 出 的 公式 。 

9.10.4. 在 17.6.4 中 将 要 用 到 一 个 向 答复 杂 一 点 的 类 似 例子 ; 设 

两 个 点 RU 和 XX) 描绘 出 同一 条 正 见 曲线 C。 切 线 TxsC 和 

ToC 相交 于 xD 一 (TaoC)n(TvaC)]。sCD 又 措 出 -- 条 曲线 
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图 9.10.4. 


D, 使 得 切线 TsoD 是 有 向 直线 zx(9x(C9，x(Dy 的 外 角 平 分 
AZ. 

x(OsG) 十 yz — long(Clysosyo?) 一 常数 。 
事实 上 ,根据 9.9.6 819.10.1, 函数 F(z) 的 导数 是 

一 二 一 一 一 
FG) = [[z'COlleos (xCOzCO, 2C). — [xO + NaC 

X cos(y(O2G2), zDD) 十 [Ya 一 lo 二 12 0s 
利用 外 角 平 分 线 的 假设 > 就 可 把 含 Le COT 的 两 个 项 消去 。 
9.10.5 ”公式 9.10.1 应 该 能 使 人 猜 档 到 9.4.1.1。 事实 上 , 若 下 一 
ax 十 bx 在 * 处 取 极 小 值 , 则 对 于 铅 量 E6DOd 
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PG) ~ iflLcosCE. xo) + cos(B, 3)] 一 0 
BRDLD LB xe HS ox) 的 外 角 平 分 线 ， 
9.10.6 ”公式 9.10.1 也 能 使 人 猜测 到 Fermat 问题 的 解 。 在 欧 氏 
平面 内 找 一 个 点 = 使 得 ez 十 bx 十 cx 达到 极 小 , 这 里 {e, 5, 1 
是 一 个 三 角形 。 设 极 小 值 在 * 达到 而 且 * 不 是 项 点， 那么 对 任意 


HpaeX 应 该 有 
E) (3 s ) ^ 


(«et 
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pan Pn oc» 上 的 三 个 单位 沿 景 应 该 加 起 来 等 三 零 ， 
件 等 价 于 它们 在 点 形成 的 角 等 十 Ie. 从 -点 出 
发 就 能 使 我 们 在 10.4.3 得 到 问题 的 解 。 

9.07 附注 .“ 第 一 变 分 " 意 指 计算 的 是 一 阶 导数 4 计算 a" 并 
没有 多 火 意 义 ,因为 我 们 能 直接 得 到 9.2.2 那样 的 结果 ， 友 之， 在 
抽象 Riemann 流 形 或 欧 氏 空间 的 上 流 形 的 情形 下 对 d" 的 计算 . 称 
为" 第 二 变 分 公式 ”) 是 Riemann 几何 的 基本 二 具 . 正 是 从 这 个 公 
式 人 们 才 导 出 了 这 个 领域 里 的 大 部 分 整体 结果 ， 事 实 上 在 这 个 二 
阶 导数 里 出 现 了 流 形 的 曲率 (在 欧 氏 空 间 的 情形 曲率 等 于 0). 关 于 
这 些 问题 的 最 新 参考 文献 可 见 [KO-NO2] 第 VIII 章 或 LG-K-MI] 
第 121 页 以 后 


也 就 是 


9.1 紧 子 集 间 的 Hausdorff 距离 


以 后 ,主要 在 第 12 章 里 将 融 妥 在 欧 氏 仿 射 空间 的 所 有 紧 子 集 
的 集合 上 作出 一 个 度量 空间 的 结构 ， 这 个 度 景 应 归功 于 Haus- 
derftf， 我 们 先 在 一 个 更 广泛 的 背景 上 建立 这 个 度量 . 
91L1 记号 ， 设 X 是 度量 空间 。 把 X 的 所 有 紧 子 集 的 集合 记 为 
2€ m 9CQ(X). JUR FJEX 的 子 集 ,2 是 m ODORE CASO 


0.3) 
U(F, p) = ix€ X;d(zx, F) < o), 


BG, 9) — [x6 X:d(s, F) < oj. 
如 果 P, G 是 X 的 两 个 子 集 , 置 
3(F, G) — inf lo:FC B(G, p) 以 及 GCB', p)}: 

3(F,G) 称 为 了 与 G 之 间 的 Hausdorff 距离 。 

请 不 要 把 8(F, G) 与 d(F. G) 混淆 (参见 0.3)1 
9.1.2. 定理 ，Hausdorff 距离 使 6(X) 成 为 度量 空间 。 如 
RB X 使 得 所 有 的 有 界 闭 集 部 是 紧 集 ， 那么 当 久 完备 时 ， 
《ECX)，6) 也 完备 。 当 X 是 紧 集 时 ，(.26(X)，5) 也 是 紧 集 ， 

函数 0(5.-7) 显然 是 对 称 的 ， 如 果 以 F。G) 一 0， 就 有 FC 


2 


Bt6,0 —6—G 以 及 GCF, Wifi F—G, F,G, HÁT 
~ 任意 子 集 ,从 GCB(H, «) 吕 扒 导出 8(G, o)C BH. o o); 
从 而 FCB(,o 十 o). 同样 可 知 
GCB(F,p) 9 B(G, o)CB(F,p +o) HCB(F, p 4-9). 
如 果 SU. G) — o, 5(G, HY=o, WI 6(F, H) p o. 
今后 我 们 写成 SCUX) 或 .9Y， 不 再 指明 它 带 有 Hausdorif 
HEX. VE (Fs)sen 是 .9Y 内 的 Cauchy 序列 ,对 rEN 令 Cs 一 


QJ Fa HS - 表示 闭 包 。G 的 序列 是 下 降 的 。 并 且 每 个 


6, 都 是 有 界 的 : 为 (Fu) 是 Cauchy 序列 。 存 在 一 个 mm 使 得 
8(F,, Fu) S 1 Vn 六 为， 于 是 FeCB(Fw。1) Vn Ze m. UB 
设 ，G。 作 为 有 界 闭 集 也 是 紧 的 。 从 一 般 拓 扑 学 的 经 典 结果 【〈 见 


0.4) 可 知 交集 F 一 (| G, 非 空 ,因此 Fe oc. IR SEUERS EE 


OC 内 有 下 一 lim F。， 对 于 给 定 的 8 > 0, no ERE 6(Fs, Fn) 所 
EVs Ze m, Wi 


FCG, CB(F,,, 8). 
反之 ,存在 六 使 得 GC B(F, e) Vn Ze m. TR. n Z2 sup(po, m). 
RJ SF, F,) «e, 
为 了 证 明 X 紧 时 .oc 也 紧 , 我 们 使 用 前 而 已 还 的 完备 性 质 以 
及 下 述 判别 法 则 : “ 紧 性 等 价 于 完备 性 加 七 准 紧 性 ”， 所 谓 准 紧 性 


11385 


效 9-11.2.1， “爪哇 多 人 ?>. 2 
再 一 人 3 ] 
G= B[FJ2.5mm) 

H — B(G, 0mm) 


[E 

是 指 对 和 任意 的 ec 0， 总 存在 这 个 空间 的 由 直径 e 的 集合 构成 的 
HIER. BOEM s > 0 时 ，X 有 一 个 由 球 B(n.6) 构成 的 有 
BG 


X= U B(x;, 5), 


青 把 (nec. x1 的 子 集 的 集合 记 为 0, YI 9 C6。 
dp v2 «00, 只 要 证 明 oc Bs(K,s) 就 能 得 出 orn 


的 准 紧 性 .对 任意 的 GE oc WF m (zd(x.G) e). 从 F 的 
构造 ,可 得 


FCB(G, 8), 
但 由 . 


X= U B(x, 6) 


t=1 


可 见 vyeGaxiíly€ B(xi, 5)， 因此 x; EF，GCB(F, 8). 这 样 
就 有 5(F, G) 和 se 对 GCBa(F, 6). 

91.3 推论。 如 果 X 是 紧 集 , 则 有 限 子 集 在 oc(X) 内 稠密 ， 
9.11.4 推论， 设 X 是 欧 氏 仿 射 空间 ， 则 oc(X) 是 完备 的 。 此 
外 对 任意 的 ee X, c€ Rc; 9€, X) — P6210; FC B(a, 


"131， 


r)} 是 紧 的 . 

9.11.3 可 从 9.11.2 的 证 明 的 最 后 一 部分 得 出 ， 推 论 9.11.4 党 
被 称 为 “Blaschke 选择 定理 ”参见 [EN] 第 64 Wn. DEGERE 
S6 or(X) 的 任意 一 个 无 限 族 总 有 一 个 附 贴 点 。 这 样 就 得 到 了 X 
的 其 些 紧 子 集 的 存在 性 ,这 将 在 9.13.8 及 12.11.1 ERE 
9.11.5 命题 ， 对 于 任意 的 度 明 空间 X， 直 径 映 射 ( 岗 0.3) diam; 
OLX) 一 RR 满足 Lipschitz 条 件 ,而 且 其 常数 因子 等 于 2, 

设 F,GE 1， 6(F, 6G) 一 gE; W x, ye F 使 得 dx, y) 7 
diam (P)， 则 3x, : € G 使 得 d(x, 2), d(y, 1) 所 5。 因此 

diam (F) — d(x, y) < d(x, 2) + dés, 0) + ds, Y) 
X 25 diam (6); 
交换 下 和 G 的 位 置 ,就 有 [diam (F) — diam (G)| & 2s. 


E B(K, 9) 
SF 6 t 
N xp Ki n 
中 人 有 
图 9.11.5. 图 9.116. 


9.11.6 命题 . 设 X 是 欧 氏 优 射 空间 , 妃 是 X 的 超 平 而 : 则 当 p: Xo 
五 是 不 到 瑟 上 的 正 交 射影 时 (参看 92.4). Bi pin CO 3 天 上 > 
pOK) € 9X CH). 满足 比重 常数 等 于 1 的 Lipschitz 条 件 . 
注意 到 对 任 一 Ke of (X) 以 及 任意 的 实数 p, 有 
PLBx(K, p)) 一 Bi(p(K); e). 
11.7 从 三 角 不 等 式 可 以 推导 出 对 任意 的 o. 0. F, G, 有 
E(B(F, p), B(G, 2)) & €(F, G) + lp — el. 
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9.12 ” 欧 氏 仿 射 空间 的 典范 测度 .体积 


9421 这 里 我 们 要 把 2.7.4 与 8.11 结合 起 来 。 8.11 表明 欢 氏 向 
量 空间 X 具有 殿 范 Lebesgue 测度 ,这 个 测度 可 如 下 得 玫 : 任 取 
一 个 向 明 空 间 的 等 虐 变 换 R^ 一 总 ，R" 的 Lebesgue 测度 的 像 就 
是 所 需 的 测度 , 18388 2.7.4.3 的 方法 就 能 在 欧 氏 仿 射 空间 X 上 得 
到 一 个 典范 测度 。 我 们 把 这 个 测度 记 为 或 ax. 从 上 述 构造 法 
可 知 ,如 果 (nies 是 入 的 一 个 标准 正 交 慰 架 ,大 多 一 及 是 一 
个 实 函数 ， 则 有 


[o - f. Tus 
其 中 由 是 展 " 上 的 Lebesgue 测度 ， 并 且 把 了 通过 由 已 取 定 的 标 
正 交 标 架 所 导出 的 同 构 X— R" 诱导 而 得 的 R* 上 的 号 数 仍 
记 为 1 当然, 若 X — R"， 则 p 一 和 内。 显然 上 关于 ICX) 不 变 ， 
并 且 在 差 一 个 常数 因子 的 条 件 下 是 唯一 的 ( 见 2.7.4.4)， 
9422 ”如 果 我 们 想 知道 与 体积 形式 又 或 密度 吸 相 联系 的 公 
式 ， 可 以 利用 形式 或 密度 在 微分 流 形 上 的 积分 理论 ， 这 里 的 流 形 
就 是 六 ,形式 jx 与 密度 ox 可 直接 从 好 和 ox 得 出 ,这 是 因为 流 形 
和 的 切 空间 可 等 周 于 苹 。 对 任意 的 函数 f:X 一 及 ， 有 

[ic [tem [i 
9123 例 。 和 里 的 任 一 仿 射 子 空间 Ys X 都 是 零 测度 的 。 


如 果 X 和 X' 是 有 相 隐 维 数 x 的 欧 氏 仿 射 空间 , f: X 09 X" 是 比值 
为 下 的 相似 变换 (网 9.5)， 那么 像 测度 是 PC) 一 "i. 


. Y 
i 
图 9.12.3, 


(5 


投 Y 和 己 是 和 的 互补 下 交 仿 射 子 空间 ， 则 测度 wx 是 测度 内 
与 pz 的 积 px 一 py@pz， 在 这 种 情形 里 还 能 应 用 Fubini 定理 
( 见 0.6), 

9.12.4 体积 

9.12.4.1 EX. 设 K 是 Xx 的 紧 集 , zk 是 K 的 特征 浮 数 ( 见 
ION LN Xx WOROUK RUUSER, du39 €OK). 当 dimX 一 1 
(或 2) 时 , 称 为 长 度 (或 面积 )。 

这 些 体积 与 面积 就 是 我 们 在 日 常生 活 或 物理 中 息 到 的 体积 与 
面积 .在 这 里 我 们 只 计算 起 平行 六 面体 和 单 形 的 体积 。 至 于 “常见 
立体 ”( 包 括 球 ) 的 体积 ,请 读者 参看 9.12.4.7, 9.12.4.8 及 12.12.20. 

9324.2. 由 ixi... 作出 的 超 平行 六 而 体 是 指 


. 
Pmt Xp ted]. imde] 


ie 


由 这 些 点 作出 的 单 形 是 指 
so {Ds Fl 0 Vi 0 1 0}. 
Er 


则 有 以 下 公式 


47 LE 一 > . 
9.1243 | (P) Sinum mx). ES) -ie:o. | 


如 果 ix) 不 是 念 射 标 架 ，。 则 第 一 个 公式 可 从 9.12.3 得 出 。 否则 ， 
ix] 确定 一 个 线性 同 构 1:X 一 尺 "(一 般 地 说 这 不 是 等 距 映 射 》， 
而 且 根 据 2.4.7.3 及 8.11, 像 测度 ft(n) 等 于 
Kp) — 8G 7s Ret) 
但 KP) 是 R^ 的 单位 立方 体 , 它 的 体积 等 于 1 (可 用 Fubini 定理 
证 明 ), 这样 就 可 得 到 9.12.4.3 的 第 一 个 公式 。 至 于 第 二 个 公式 则 
可 通过 累 次 使 用 下 述 的 中 间 公 式 而 得 出 。 不 妨 假 设 {x:} 是 一 个 
标 架 , 否 则 将 有 


RS) 一 8(P) — 0; 


$34 


再 把 从 加 到 超 平面 Y 一 (aso) IORERBE de (tos 
22) 记 为 把 sess 在 (n 一 1 维 ) 欧 氏 空 间 瑟 内 生成 的 
单 形 8 的 体积 记 为 r。 则 有 以 下 公式 : 


91244 Ee uz 


当 = 一 2 时 。 这 个 公 趟 断定 之 角形 的 型 积 等 于 它 的 高 与 对 边 的 长 
的 乘积 之 半 ; 当 # 一 3 时 , 它 断 定 四 血 体 的 体积 等 于 它 的 高 与 对 面 
面积 的 乘积 的 三 分 之 一 . 


图 9.12.4-4、 


为 了 证 明 公式 9.12.4.4， 把 过 x GEGET Y 的 直线 记 为 D、 
把 使 D 与 RR 等 距 的 参数 记 为 :, 使 得 在 DN Y 处 ! 一 ?， 在 和 处 


4 一 0 daas eG) m [cos diei o(9 GRE 


Ha) 的 体积 ， 这 个 单 形 由 8 通过 以 各 为 中 心 、 比 值 为 In 
的 位 似 变换 而 得 到 ,其 体积 在 殉 氏 空间 Hau UT) 内 计算 ,但 根据 


9135， 


9.12.3 有 co 一 (tn)'o， 因此 
CS) 一 EELon 一 二 mx。 


" 

9124.5 t. 利用 积分 理论 计算 超 平 行 六 面体 或 单 形 的 体 
积 似乎 有 点 小 是 大 作 。 应 用 初等 理 沦 计 算 体积 可 参看 12.2.5. 

也 可 使 用 单 形 5 各 边 的 长 度 d, 一 rox, 来 计算 8CS)。 只 蛮 联 
合 运用 8.11.6。9.7.3.2 及 9.12.4.3 就 能 得 到 所 需 结果 . 

$32.46 sRiSERXR, 对 任意 的 < Xx 及 TCR, ， 有 以 下 公 
式 : 


到 
£ (Brae, 0) 0 7 n, 


— s" 
gU D) m I roy 

其 中 的 下 标 是 指 X 的 维 数 .由 9.12.3 可 以 知道 只 需 在 标准 空间 Re 
内 计算 R(B,(0, 1))。 这 种 经 典 计算 可 用 多 种 方法 实行 (参看 [B- 
G] 第 227 至 229 页 以 及 练习 6.10.9)， 计 算 结 果 就 是 上 面 式 子 中 
用 + 一 1 代 人 所 得 的 值 ， 由 于 今后 常常 要 用 到 8( Bu(0, 1)), 我 
们 令 


9.12.4.7 |B8(x) — eC2.(0; 1). 

9324.8. ”现在 我 们 可 以 给 出 * 一 1 维 球 面 5,00, 1) 的 体积 
了 (参看 9.12.7。12.10.8 以 及 IB-G] 第 226 页 以 后 )， 并 把 R" 的 
2 一 1 维 单位 球面 SUC 的 体积 记 为 a(w)。 我 们 首先 有 


ORI ZCNEE C: S ER 


因此 


nomm 
"07g 


gel 
a(2d 1) — 1737 EE 
9124.8 正 交 射影 ， 设 H,H 是 X 的 府 个 超 于 面 ， 


s — (HY, QP)* e (0, /2], 


9 13 人 


设 puHt-—HORGEGEBDES p:X —H 在 上 的 限制 ， 那 作 对 于 
在 妃 和 于 里 的 体积 以 及 对 于 H' 的 任 一 紧 子 集 天。 总 有 
y(p( K)) 一 cosa - Sg (K). 

为 了 看 出 这 一 等 式 ， 只 需 在 Ht 内 取 一 个 标准 正 交 标 架 使 得 其 中 
的 ”一 上 个 向 量 包含 在 Bn Hg, 
9.125 体积 与 Hausdorff 距离 

即使 在 紧 子 集 上 也 不 能 以 为 体积 肌 射 8: .26- 一 有 就 是 很 简 
单 的 肌 射 。 举 例 来 说 ,存在 有 Rz 的 紧 子 集 天 , 它 的 边界 Pr(K) 不 仅 
有 面积 (Fr(K)) 9e 0， 而 且 在 每 个 点 上 都 有 面积 : 请 在 [G-O] 
2958 135 页 找到 这 样 的 例子 。 函 数 &:.26- -> R 当然 不 是 连续 的 ， 
否 刚 由 有 限 集 的 体积 等 于 0 可 得 出 所 有 紧 子 集 的 体积 都 将 等 于 0 
(参见 9.11.3)。 不 过 

.9.42531 命题 ,8:.% — R 是 上 半 连 续 的 。 

在 .26 内 设 下 一 lim Fo 则 lim sup X, SS Xe, 事实 上 设 XC 

X\F， 那 么 存在 m 使 得 KL.) < dz F)Vn 之 m。 于 是 
Xe(x) 一 0 Ya. 

9425.2 附注 ， 反 之 ,在 12.9.3.4 将 看 到 限制 在 唔 紧 集 时 8 

RES. 


Bü 9.125. 


9.12.6” 午 心 。 设 K 是 欧 氏 仿 身 空间 X 的 紧 子 集 、 而 且 有 非 空 内 ， 
BS Rd. Eg — cent (K) 是 它 的 重心 (参看 2.7.5.2), 则 
9.7.6.1 可 推广 为 (这 里 把 所 有 的 履 取 为 1) 


91261 VzreX; m za 一 n Xge'p + S(K)sg^, 


77 


作为 证 明 只 须 写 下 以 下 等 式 : 
se o ag + (glo) 十 ge。 
如 果 取 任意 的 4 20, 97.1 的 公式 推广 时 要 在 天 上 到 一 个 
任意 的 正 测度 ， 如 果 达 的 总 质量 非 零 。 就 可 用 以 下 的 向 量 积分 定 
义 天 关于 6 的 重心 8: 


它 与 * € K 无 关 。 这 样 就 有 公式 
9.12.6.2 veeX: | za0 ~ 1。 gag 十 (L. e) se. 


Jeek 


9.12.6.3 附注 ， 在 大 岛 然 中 常常 会 遇 到 测度 8， 例 如 对 于 欧 
TKSE rot 3 维 欧 氏 仿 射 空间 的 曲线 和 上 曲面 , 我们 使 用 它们 的 典范 
测度 ,参看 [B-G] 第 221 页 . 

公式 9.12.6.1 及 9.12.6.2 表明 函数 

xm [ooo 


sek - 
在 8、 并 且 仅仅 在 8 达到 极 小 。 在 力学 上 可 用 杭 量 矩 解释 这 一 结 
果 : 这 个 极 小 性 意味 着 如 果 你 想 用 最 小 的 力气 使 一 个 物体 弹 一 点 
转动 , 那 就 应 该 把 这 一 点 到 在 & 点 。 这 是 有 很 大 实际 意义 的 原理 ， 
在 体积 与 重心 间 的 一 个 漂亮 的 关系 请 参看 12.12.20.9。 关于 
计算 面积 的 力学 方法 请 参 着 [GK] 第 72 页 以 后 , 
9.12.7 k 维 体积 ， 如 果 C 是 R' 的 曲线 , 5’ 是 单位 球面 , 那么 它 
们 的 体积 (C), €C9) 都 是 零 。 但 是 对 C 来 说 合适 的 概念 应 该 
是 9.9 所 定义 的 长 度 〔 至 少 当 C 是 它 的 定义 区 间 的 同 胚 像 时 可 以 
如 此 化) 对 5 来 说 是 它 的 面积 ( 它 等 于 4=1)、 可 参 着 18.3.7， 推 
而 广 之 ， 我们 希望 能 定义 X 的 * 维 " 子 集 并 对 这 些 子 集 定义 “大 
维 体积 ”( 当 二 2 时 就 是 面积 ,大 一 工时 就 是 长 度 )。 虽 然 这 是 一 
个 相当 自然 的 问题 ， 但 一 般 觉 来 这 也 是 很 困难 的 问题 。 不 妨 想 一 
想 表 面 的 涂 下 ;关于 这 一 思想 的 羡 发 ,请 参看 12.10,7， 
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Ab 9.12.2. 

如 果 涉 及 到 的 是 X 的 C' 类 敏 分 子 流 形 , 那 么 这 个 理论 不 会 遇 
到 性 何 力 难 : 这 一 类 子 流 形 容 有 一 个 典范 测度 ， 因 而 当 它 是 紧 集 
时 , 它 有 总 质量 。 如 果子 流 形 是 不 维 的 ,这 个 总 质量 就 是 子 流 形 的 
《体积 。 详情 可 参看 [8-G] 第 221 页 。 反 之 , dn BE HS SC B 
制 性 相当 强 的 框 椎 (举例 来 说 , 它 汉 立 体 锥 面 也 排斥 在 外 ), 也 就 是 
说 多 许 某 种 程度 的 琳 性 的 话 ,那么 当 2 nc dimX BA 
体积 的 概念 不 再 是 唯一 的 ， 实 际 上 ， 存 在 好 几 种 有 椒 质 区 别 的 大 
维 体 职 巷 概念 。 关于 这 个 问题 的 完整 介绍 可 和 参 奢 [FR1, 特别 是 
第 171 一 174 页 给 出 了 七 种 多 弘 测 度 ， 当 外 一 # 一 dimX 时 ， 这 


些 测度 都 与 体积 相同 , 当 涉及 到 (任意 维 。 NITLICTÁ RIT 
数 的 ) 紧 微分 子 流 形 时 ,这 些 维 测度 者 SE 
与 前 面 定义 的 测度 相 重 合 ， Se 


VJEUATTREB SURE ETR A RTENUNE 
BUDE: KOCENGARE. 它 具 有 被 简称 
为 面积 的 典范 (= — 1) 维 体积 。 其 构造 
方法 如 下 : 在 12.3 节 先 给 出 多 胞 形 的 面 
积 ， 然 后 在 12.10 节 再 用 多 胞 形 逼近 凸 
Y. 至 于 球面 的 情形 也 可 参看 18.3.7。 


为 了 使 读者 体会 到 当 一 2, 4 一 3 m sant. 
时 就 会 遇 到 困难 ， 坦 一 下 折纸 灯 第 过 这 。 在 图 取 自 Herger-Gostiaux X 
个 经 典 例子 也 许 是 有 用 的 。 如 果 我 们 想 的 < 微分 几何 > 


采用 癸 完 曲线 时 使 用 的 方法 ， 就 会 想到 用 多 边 形 逼 过 工 ， 如 中 
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9.12.8 所 示 . 不 幸 的 是 ， 随 着 水 半袖 民 的 个 数 以 帮 正 多 边 形 的 边 
数 趋 问 无 穷 大 的 方式 发 生变 化 ,其 面积 的 极限 也 在 发 生变 化 , 它 河 
取 到 介 于 柱 画 面积 (真正 的 面积 !) 与 无 穷 大 之 间 的 任 一 实数 。 


9.13 Steiner 对 称 


这 是 把 苑 的 一 个 紧 子 集 灾 为 另 一 个 紧 子 集 的 一 种 运算 ， 这 个 
变换 在 证 明 涉 及 XX 的 紧 子 集 的 某 些 不 等 式 时 起 着 主要 作用 : 参见 
9.13.8，。 但 主要 用 于 第 12 章 末尾 ， 我 们 在 这 里 除了 欣赏 这 个 优美 
的 变换 外 ,还 要 研究 在 12 章 机 用 到 的 这 个 变换 的 一 些 性 质 。 
9.3.1 定义 。 取 定 一 个 欧 氏 仿 射 空间 X, 以 及 天 的 超 平面 召 , 并 
用 on 表示 关于 要 的 对 称 ( 见 9.2.4). 设 K 是 XX 的 一 个 紧 子 集 , 我 
们 要 定义 一 个 被 称 为 天 关 于 互 的 Steiner 对 称 集 的 新 的 友子 集 ， 
记 为 sta(K)、 这 个 紧 子 集 KT 一 su (K) 由 以 下 条 件 确定 : 
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DUE 


$.13.2 

如 KND= 9, Wk nD-9, 

如 KND x $6, RIK'ODIED ERES, 
其 中 点 在 D 站 HH 上 ， 鞭 长 度 等 于 KüD 
在 D 上 的 长 。 

9.13.3. HE. HIER sta: .2 一 .9 不 是 连续 的 (关于 Hausdorft 
距离 )， 这 可 从 图 9.13.3 看 出 : 当 一 条 线段 向 垂直 位 置 旋转 时 , 它 
的 Steiner 对 称 集 总 是 留 在 及 上 ,不 过 变 得 越 来 越 短 ,但 当 原始 线 
段 转 到 垂直 位 置 时 ,其 对 称 集 突然 变 成 一 条 垂直 线段 。 


| 个 


Y 正 交 于 妃 的 直线 刀 


图 9.13,3. 


、 9.13.4 命题 。 对 所 有 的 日 ,， K， 有 以 下 性 质 : 

G) nCsta(K)) = sta(K); 

Gi) 8(stu(K)) 一 e(KE)， 即 对 称 集 保 等 体积 ; 

(ii) diam (stu (K)) & diam (K)， 即 对 称 集 不 增加 直径 。 

性 质 人 ) 可 从 定义 得 出 。 Gi) 可 从 9.12.3 以 及 Fubini 定理 
得 出 ， 现 在 设 x,y€ sta(K) 使 得 

xy — diam(sty (K)), 

设 D,E 是 过 x 或 Y RUSSHIiESEBUED. 根据 sta( .》 的 定义 , 紧 
子 集 D NK (相应 地 : ED K) 的 端点 Ks" (相应 地 : Y 及 六 
有 不 等 式 zx” xeu BEP yy" 2 yeaQ0). Aud zy x 


UL 


keSNK 


sup (y 2^y", x"y , x" y), 以 下 的 引 理 可 从 9.13.2 以 及 图 
9.13.5 得 出 。 
9.135 8510. 设 引 是 以 球面 8 为 边界 的 球 ,总 是 包含 B 的 中 心 的 
起 于 面 ,天 是 含 于 有 内 的 紧 集 , 则 
sty( X) BLGNROU CC AK))] ~ 9. 

下 述 定理 主要 用 于 9.13.8 及 12.112, 这 是 在 一 族 紧 集 内 构造 
一 个 球 的 方法 。 
9.13.6 定理 (Blaschke 旋转 定理 ), 设 7 是 OV 一 CX) 的 
非 空子 集 使 得 .多 对 于 Hausdorff 度量 是 闭 的 并 且 在 点 a。 € X 
处 关于 Steiner 对 称 集 是 稳定 的 , 即 V 超 平面 豆 3 4 以 及 VKe 
多 ， 总 有 sta(K)e 多 。 那么 或 者 pes, 
使 得 B(aDew. 
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请 注意 、{alé€ 多 ”的 情形 是 很 容易 发 生 的 。 甚至 当 一 开始 
没有 什么 点 的 时 候 ， 也 是 如 此 。 必 如 说 把 9.13.3 例子 中 的 线段 族 
关于 Hausdorff 度量 及 对 称 集 变换 作 封闭 族 , 就 能 得 到 (ale 
s. 

现在 令 + 一 inf{s:3FE 7 18(a,s) 汪 FF), 观察 (参看 9.11.4) 
SU KsuO00 97. UEBER ER 9.114, 这 是 紧 集 ， 央 此 
存在 Fegr 使 得 FCB(a,r); fu r0, WF -— (a. 我 
TT RIPREBHSM rc 0d F = B(a.r). 

93.6.1 第 一 步 FoS—S(a,r). 这 里 要 利用 7 的 定义 
的 极 小 性 。 我 们 采用 归 雇 法 。 设 5€ 5, 520, 使 得 BC n 
二 多。 我 们 将 作出 一 个 Fe 多 (1S F,CS 一 ,这 样 就 眼 
+ 的 定义 矛盾 。 首先 可 作 一 系列 的 如 ,使 得 入 一 5，B(bi, D 
Bu e) 夺 8 对 所 有 的 i 一 1, 2 都 成 立 。 经 过 有 限 
# 步 后 ,就 可 种 盖 5; 


sc U B(5;, s). 


hA 
"AT db 5 EERTEN 6/55 5; ORE BOE DHIEDE TG H, , 并 用 递 
推 的 方法 定义 Fi 为 : Fam P, Fo sta(Fia)( m 2, n— 
1) B[EE 9.135 表明 F,S = 多 ,从 构造 的 方法 可 知 Fuer, 
这 正 是 要 作 的 F。. - 


H3 


$15.62 第 二 步 : 天 一 B(a,r). 我 们 使 用 归 雇 法 . 设 xc 
B(a,r)NF, 任 取 一 条 过 * RUBER D, 设 玉 是 过 4 正 交 于 DD 的 超 
HE. 因 FCB(a, +), DN 站 F 的 长 严格 小 于 DOBG, 7) 的 长 
因而 stx(F) 不 能 包含 整个 8， 但 是 stu (F)6 ,多 ， 根 据 第 一 步 
的 结论 应 该 有 stae(F) 二 3. 


WU 9.15.6.2. 


9432. 附注 。 有 一 个 绞 古 老 的 证 明 也 许 较 直 观 些 , 但 要 用 确切 的 
数学 语言 写 出 来 却 十 分 困难 考察 过 4 的 有 限 多 个 线性 无 关 超 平 
TE 下， 它们 之 间 的 夹 角 是 无 理 角 , 则 ow 在 lse(X) 内 生成 的 群 在 
T0 内 稠密 :因此 多 包含 一 个 以 < 为 中 心 的 球 ， 
9.13.8 推论 (Bieberbach 3&4 3835). 对 于 ” 维 欧 氏 空 间 
XWME—ES K, NH 
e(K) « 27*g(s)(diam (K))" (1 9.12.45), 
如 果 E(K) 一 0 就 没有 什么 要 证 。 否 则 , 令 

FF {GE HN(G) SAK), 3EH. diam(G) < diam(K)), 
根据 9.11.5, 9.13.4 以 及 9.13.6 《应 用 到 任意 一 个 ee X0, 或 者 有 
{4}€ 多 ,或 者 多 包含 一 个 球 B(a,r), r2 0， 第 一 种 情况 由 
2(K) > 0 可 知 不 可 能 。 因此 必须 有 8(B(a, 7)) 一 860r 交 
28(K) 以 及 

diam (B(a, 1)) = 2r « diam (K), 
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由 于 + > 9， 上 述 不 等 式 能 推导 得 9.13.8, 
$139 注 。 需 要 注意 的 是 , 一 般 说 来 紧 集 K 不 被 包含 在 以 
diam(K)/2 为 半径 的 球 内 。 等 边 三 角形 就 是 一 例 。 

当天 是 球 时 ,等 直径 不 等 式 变 成 等 式 ， 反 之 亦 对 ,但 证 明 要 采 
难得 多 。 参 看 [EN] 第 106 一 107 页 。 

关于 Steiner 对 称 集 的 应 用 及 推广 , 除 12.11 外 可 再 参看 [P- 
sj. 


914 练 习 


9141 把 9.2.6.5 推广 到 两 个 任意 子 空间 的 情形 , 

9.14.2 在 一 个 适当 选取 的 标 架 里 , 写 出 3 维 空间 里 以 下 点 集 的 方 
RB f(s, y, s) 一 03:{4d(0 4) — 40, B)), 其 中 4, B 分 别 是 : 
两 条 直线 ;一 条 直线 与 一 个 点 ;一 条 直线 及 一 个 平面 ; 一 个 点 及 一 
个 平面 ;两 个 平面 ， 利 用 15.3 及 15.6 的 符号 ， 说 明 所 得 集合 的 类 
型 ， 如 果 把 等 式 改 成 dU, 4) 一 had(1, B)， 会 得 出 什么 结果 ? 
9143 33A. X D, D' 是 平 看 上 两 条 不 平行 直线 ,证 明 
{re Xid(s, D) = d(x, D')} Ei D RID' 的 两 条 角 平 分 线 组 成 ( 参 
元 8.7.3.2), 当 双 不 再 是 平面 时 ,参看 9.14.2。 

9.44 对 于 欧 氏 仿 射 空间 了 X，. 试 确定 满足 下 述 条 件 的 所 有 fe 
GA(X): F=f 并 且 了 使 距离 缩短 , 即 jz)fCy) « xy Vx, y € X, 
9145 证明 如 果 办 是 已 定向 的 三 维 空间 ,那么 对 于 以 定向 直线 为 
轴 的 X 的 旋转 ,总 可 定义 一 个 定向 角 , 它 能 毫 无 歧义 地 刻 划 这 个 旋 
SECIIL 9.3.5), 

9146 设 X 是 三 维 空间 ，(a;)，(wi)(i — 1, 2, 3) 是 入 的 六 个 
点 ,使 得 aei — ajaj Yis 7 1.2,3. 证 明 当 a; 为 仿 射 无 关 时 
必 存 在 唯一 的 PETS (X). (或 ICX))， 使 得 IG) — Vi, 并 
用 几何 方法 找 出 了 的 特征 元 素 ( 见 9.3.5). 

9.4.7. ”过 续 螺旋 运动 、 设 X 是 三 维 欧 氏 优 射 空间 , FER — Is{X) 
是 一 个 映射 ,经 适当 选取 标准 正 交 标 架 后 ， 存 在 数 扩 及 4, 使 得 


(MS 


可 写成 
fü) (n, y, 2) m (coskt x + sim y, 
— sin kr - x coskt - y, z d ht), 
就 称 这 样 的 f 为 xX 的 连 绕 螺旋 运动 : 


图 9.14.7. 图 9-14.9. 


试 证 对 于 任意 一 个 C! 类 映射 8: 有 一 ES(X) (必要 时 把 1s(X) 4i 
入 GA(X) 以 在 IQ) 内 定义 可 微 性 ), 存 在 连续 螺旋 运动 f, 使 
得 (8 —1)(0)—0, 当 & 是 由 X 的 一 条 曲线 的 活动 三 楼 形 所 确 
定 的 映射 时 ,请 给 出 上 述 连 续 螺旋 运动 。 请 参见 [BE] 第 120 页 。 
9.44.8 证 明 9.4.2.3 ne EUER f 弧 不 是 1dx。 关于 这 一 主题 ， 
请 对 [GR] 第 179 页 以 后 作 批 评 性 研究 . 

9.4.9 研究 作 《 圈 洲 合 运动 的 弹子 轨道 。 根据 多 以 及 多 边 形 边 
数 的 变化 进行 讨论 (参见 [GR] 第 276 页 上 夯 得 很 好 的 图 )。 
9.4.10. 对 于 顶点 共 历 的 四 边 形 的 极 小 周 长 内 接 多 边 形 的 性 质 作 
完整 的 讨论 ， 

9.14.11 证 明 长 方形 的 弹子 盘 永 不 会 是 强 遍历 的 ， 但 总 是 弱 避 历 
的 。 证 明 等 边 三 角形 不 是 强 遍历 的 。 

9.14.12 ”研究 三 维 空间 中 相似 变换 的 结构 。 


MUI 


94418 设 5—2,2a, 2, 5, P RT Mh aee b, a 98 FLUC 
证 明 在 Sim^(X) 内 存在 唯一 的 1， 使 得 Ke) 一 f(0) — 8, 

并 作出 其 中 心 及 轴 。 

9.14.14 请 利用 9.7.65 给 出 一 个 与 96.2 不 同 的 方法 作出 f€ 

Sim*(X) (或 Sim7(X)) 使 得 f(a) =a， (0) — 9. 

9.14.15 ”调和 四 边 形 . 设 +, y, x ! 是 欢 氏 平面 上 满足 Des ys ss 

和 一 一 1( 见 9.6.5.2) 的 四 个 点 。 把 y 及 =, t 的 中 点 分 别 记 为 

4 及 5、 证明: x、y, x,t 是 共 圆 的 ;《x, 3). 的 航 点 属于 《z， 1》; 

《x, 3) 是 《a,z》，《a, 1 的 角 平 分 线 ; az car ax 一 a xy* 

xictxzc yt-oxt- a 十 at ve bxc by. 证 明 姐 果 * 是 

Gn y) 58 Gs 0 的 交点 ,出 


pil el 2-0 - 0D 
请 给 出 逆 命 题 并 加 以 证 明 。 再 证 反 演 变换 ( 见 10.8) 把 调和 四 边 
形变 成 调和 四 边 形 ， D 


图 ?9.14.35。 


93416. 求 作 三 角形 的 内 接 正 方形 ， 见 下 图 。 


E47 


图 9.14.16， 


.14:17” 按 照 两 个 图 周 的 息 对 位 置 讨论 9.6.8.3 中 的 嵌 线 的 相对 
位 置 及 形状 。 
91418 根据 点 a 关于 泗 周 的 位 置 变 化 ,讨论 图 9.6.8.1 agit £d 
回 杜 (可 以 利用 极 坐 标 , 由 其 中 的 公式 可 得 出 关于 极点 的 凹 狂 ). 
9.4.19. 设 C 和 C 是 欧 氏 平面 X 的 两 个 子 集 ， 使 得 对 任意 的 a 
[TG E 的 相似 变换 妃 使 (C) — C'. 问 对 C 和 C' 能 说 些 什 
2t 

ERG WT xcv IBBUAUANES AEICBULIERL OUEST 
的 映射 R — Sim+(X)? 

9.1421. 对 数 数 线 ， 怎 样 的 平面 曲线 才能 使 切线 与 娘 点 到 定点 违 
线 间 的 夹 角 等 于 常 角 ? 怎样 的 平面 曲 委 才能 使 出 率 半 径 与 弧 长 成 
比例 ? 对 数 螺 线 能 否 是 它 自 己 的 法 线 的 包 络 ? 

9.14.22 Pascal Hiik, Descartes 卵 形 线 与 无 球 数 折 光 面 ， 设 
us v 是 两 个 点 ,5 是 以 《x,v》 为 轴 的 好转 曲面 ， 证 明 要 使 作为 满 
Jg Descartes 35 i) E 一 常数 的 折光 面 3 关 于 * 和 ”是 完全 无 
球 差 的 ， 就 必须 使 S 的 点 * 满足 形 如 a xu e 6 xv m c(a 5, 
e€ R) 的 关系 式 。 我 们 把 形 如 (n6 X: a xu be no — cn, 
v€X,a, 5, c€ R 已 给 ) 的 开 闸 曲线 称 为 Descartes BUE eR, iE 
Bi Pascal 媒 线 是 Descartes 部 形 线 。 研 究 Descartes 对 形 线 的 
形状 。 如 要 知道 更 多 的 细节 ,请 参看 [BP]. 

9.14.23 Cayley-Menger 行列 式 .、 证明 T 总 是 满足 以 下 关系 式 
的 : 


T(xoy zt ** xaT, zi t. 2t x) m 


EI 


图 9.14.22. 


一 Mh d Ts, 和 Misit Fic) Ts uit. 4) 
其 中 Ma JE TD IG di 的 余子 式 ， 从 这 个 关系 式 捧 导 出 : 如 时 
T(z zuo 2) 260 且 符 号 是 (一 1 入 ， 则 所 有 的 TG sons 
x x xm das, bm 2,0 V RO 是非 零 的 而 且 符号 是 (一 1)”. 
证 明 存 在 X 的 点 〈zi]j=ook 满足 mx; m di; Vi 一 0，1 
的 充 要 条 件 是 对 于 所 有 的 以 及 (x;) 的 所 有 含 汪 个 元 素 的 子 族 ， 
相伴 的 了 或 等 于 0 或 者 符号 是 (一 1)*。 d 
9.424. 给 出 一 个 使 9.13.6 中 不 可 能 有 ()6 ”的 简单 判 则 。 
9.14.25 Sylvester 定理 。 Ub (ximus 是 实 仿 射 平面 内 不 在 
同一 直线 上 的 4 个 点 .证 明 存 在 一 条 直线 恰好 只 含 其 中 两 个 点 (可 
证 予 这 个 平面 以 欧 氏 结构 ,再 考虑 d(x;，《xij, 2) 的 下 界 , 其 中 i 
LR. eu HERB. 
9.4426 Sul fe SO 以 及 X 的 一 个 有 界 子 集 4， 使 得 IODC 
4, K(4) 关 A, UEBER 4 是 紧 的 , 则 所 4)C 4A 可 导致 O0 — 
91427. 试 证 Tse(X)CIsxX)， 并 给 出 使 这 两 个 群 不 相同 的 例 ， 
9.14.28 ”给 出 无 界 或 有 限 子 集 4， 使 得 lsA(X) 成 为 紧 集 或 有 限 
5$. 
91429 Hii, RO 的 格 就 是 形 如 Z.-- Z, 的 子 集 , 其 中 zx， 
* 线 竹 无 关 【 见 1.7.5.2); 证 明 R* 的 任意 一 个 格 4 都 相似 于 唯一 
的 形 如 Zu 十 Zo 的 格 ,其 中 «m (0, 0), v 属于 下 述 区 域 ; 


DB — {0 gel, 已 十 人 “> 中. 
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SR ede 2 内 的 位 置 对 ISC(RO) 作 讨论 。 证 明 如 果 ROME 
5 AA (ERR 

3x6 Asl m rim ip(e Alu rl ovre R., 
划 它 们 必定 是 等 距 的 (对 任意 维 数 的 格 来 说 ,后 一 结果 是 错 的 ， 参 
见 [SE2] 第 177 页 第 4 至 第 8 行 )。 
9.430 ”内蒙 度 量 . 证 明 9.92.3, VE (Ms d) 是 各 下 的 度量 空 
Hj. 其 中 4 是 由 在 子 集 M 上 诱导 的 距离 ，M 是 以 O 为 顶点 的 
锥 面 , 它 包含 平面 PP 上 出 9.9.3.3 定义 的 曲线 , 其 中 王 不 包含 点 ， 
试 研究 度量 43、 用 一 个 例子 证 明 如 果 (M , d) 使 得 d 仍 是 一 个 距 
离 ,那么 (M, d) 的 拓扑 仍然 可 能 异 于 CM ,4d) 的 拓扑 。 


o0% PpP 
o 


图 9.14.29。 图 9.14.30. 
9.14.31 Menger BE, 设 f 是 欧 氏 空间 的 C* 类 正则 曲线 ，x， 
yi 是 了 上 三 个 不 同 点 , 置 
K (x, ys x) 


V (xy ya. ux)(xyd- ya—nx)(xy — ya -ex)( —2y-- yz ax) 
一 PEETENTI 


(网 '10.3.4)。 
证 明 当 y. s 趋向 的 点 x 时， Ko y, zx】 的 极限 就 是 1 在 * 点 
的 微分 几何 意义 下 的 曲率 (参看 [B-G], 8.4)。 给 出 C' 类 正则 曲 
线 的 例子 ,使 得 六 (x，y,z) M oy 趋 于 xz 时 无 极限 或 趋向 无 穷 . 
9.4.32. 《这 个 练习 是 选 做 题 ,因为 作者 和 出 版 首部 不 能 负担 其 费 
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市) 请 到 巴 案 尔 大 教堂 去 ,观察 一 下 刻 在 Bernouilli 墓 上 的 螺 线 ， 
确定 其 是 否 是 对 数 螺 线 . 
91433 设 C 是 歼 氏 平面 的 严格 凸 的 5: 类 曲线 。 证 明 对 任意 的 
2 至 少 存在 一 个 内 接 于 C 的 = 边 光线 多 边 形 。 
91434. AEHESSMER OR MERE RU RERO. 

9.4341 定义 ， 设 在 欧 氏 平面 上 有 两 个 圆周 了 和 T. tf] 
的 半径 之 比 是 有 理 数 ,在 T 上 取 定 一 点 ,使 六 治 着 作 无 滑动 深 
动 时 ,这 个 定点 找 出 的 轨迹 C 就 称 为 摆 线 . 当 在 了 内 部 时 。 称 为 
ABER, Sp I VET 外 部 时 , 称 为 外 摆 线 、 根 据 此 有 理 数 的 取 值 研 
究 C 的 形状 。 问 C 的 尖 点 数 是 多 少 ? 


r 


Mb 9.144341, 


“ts 


914342 等 价 定义 ， xg R'—C 的 单位 圆周 , * 是 媚 
SUBE. 试 证 当 6 dg R 时 ,连接 点 ”和 e d EU. DB) 
的 包 络 就 是 外 摆 线 或 内 氛 线 ， 随 着 * 的 变化 讨论 它 的 性 质 〔 内 皖 
Ho PERRO 尖 点 数 等 …)。 这 样 能 否 得 到 所 有 的 内 摆 线 及 外 摆 
线 ? 


图 9.14.34.2。 


9.14.34.3 91 

A) 当 关 的 半径 是 工 半径 之 半 并 且 在 了 内 滚动 时 可 得 到 怎 
样 的 井 线 ? (Lahire 齿轮 机 构 ). 

B) 试 证 当 了 与 T 有 相同 半径 并 且 在 外 部 滚动 时 ， 就 可 得 到 
一 种 Pascal 媒 线 ， 称 为 心脏 线 . 设 “ REM E AD 是 平面 上 


图 9.14.34.3.B) Bj o9.14.34.3.C) 
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Bj 9.12.34.3.D) 


—HAÀ, «&D, iri KORDIM, dA, oce 以 及 了 DS 一 
3 ma; D 所 确定 的 直线 @ 可 包 络 出 一 条 心脏 线 . 称 4 为 这 条 心脏 
线 的 中 心 。 ) 

C) 证 明 平面 球 镜 的 焦 散 面 〔 即 与 吉平 行 的 光线 的 反射 线 的 
包 络 ) 是 有 两 个 僚 点 的 外 择 线 的 一 段 ( 称 为 肾脏 线 )。 

D) 设 久 是 一 个 三 角形 , 当 一 个 点 在 @ 的 外 按照 上 移动 时 ， 
试 证 Simson 直线 的 包 络 (参看 10.4.5.5 及 .10.9.7.1) 是 有 三 个 尖 
ASA, v V NULRIBIBE T ACER, 1.113), ii 
出 其 切 点 ， 


153 。 


人 > 


9.14,34.5. E) T 9.14.34,3.F》 


. E) WEBH RUE ECRRO ER EE E ER CHDRRIE S 上 的 遇 线 ,其 切 

3X 53 e rums F8 o) 的 水 平 投影 当 a 适当 选取 时 是 外 摆 线 . 

F) 请 证 明 两 个 端点 在 两 条 正 交 直线 上 移动 的 定 长 线段 的 包 
络 是 有 四 个 尖 点 的 内 摆 线 ( 称 为 星 形 线 ). 

9.14.34.4 性质。 证 明 内 深 线 或 外 摆 线 的 包 届 线 ( 副 法 线 的 
f BIET lE ER, — 试 证 是 长 s (从 某 一 合适 的 起 点 开始 度量 ) 
与 内 、 外 摆 线 的 曲率 KK 之 则 满足 以 下 关系 式 : 

ap 十 OK 一 上 (a, b, c 是 常数 ) 

《这 就 是 内 北方 程 , 参 和 大 [B-G] 第 323 页 )， 反 之 ,满足 上 述 关系 
式 的 曲线 是 怎 祥 的 ?计算 内 ,外 摆 线 的 总 长 

94445 ”心脏 线 与 Morley 定理 ， 设 ^ 是 已 知 三 角形 . 
证 明 与 这 三 角形 三 边 相 切 的 心脏 线 的 中 心 构成 27 条 直线 ,它们 共 
有 三 个 方向 , 相互 来 角 为 2r13 QRERU 1 9.14.34.3 B Kc 10.13.18), 
再 证 明 € 的 Morley 三 角形 {p, 4。r} 的 三 条 边 〈 参 看 10.3.10) 
落 在 其 中 三 条 直线 上 《请 注意 Morley 三 角形 的 顶点 就 是 下 述 内 
切 心 脏 线 的 中 心 : 它 的 两 条 切线 就 是 多 的 两 条 边 ;第 三 条 双重 切 
线 是 中 的 第 三 条 过 ， 参 见 10.13.23). 

9.14.34.6 ”关于 内 、 外 摆 线 的 进一步 研究 可 参看 [LM1]. 也 可 
参看 [ZR], 这 是 关于 平面 曲线 以 及 它们 与 力学 .光学 、 电 间 
的 联系 的 十 分 有 趣 的 参考 书 , 尤其 是 第 XXI 章 涉及 外 授 线 与 齿轮 


ar 


的 关系 。 最 后 ， 关 于 水 绕 的 解析 表述 可 参看 [LF-AR] 第 413 至 
415 页 ， 关 于 Wankel WERL CH, 12.10.5) 所 壁 形 状 的 确定 可 参 
看 第 433 48 435 TE. 
9.4.35. ka, b. c, 4 是 欧 氏 平面 的 四 点 , 其 中 6e, d 在 一 直线 
上 。 证 明 有 以 下 的 Stewart 关系 式 : 
(abYcd 4- (ac db -- (ad)! bc + bc « cd - db — 0, 
其 中 涉及 的 是 6,c，a 所 在 直线 上 相对 于 任 取 的 单位 的 代数 度量 。 
91436 设 X 是 仿 射 空间 ,G 是 IX) 的 有 限 子 群 。 试 证 存在 X 
的 子 集 4 使 得 G — I5, 0X). 由 此 可 得 村 任意 的 抽象 有 限 群 C, 总 
存在 一 个 欧 氏 仿 射 空间 X 及 X 的 子 集 了， 使 得 G 同 构 于 lse(X). 
9.44.37. 设 了 ?是 欧 氏 平面 E 到 它 自 身 的 “保持 距离 1” 的 映射 , 即 
dP) POO) —1 Yr, y€ E|d(z, y) 5 1. 
请 证 明 9 是 等 度量 变换 ( 先 证 9 RISE V 3 。 然 后 弄 用 Zoe 
Z. V 3 TER 内 稠密 这 一 性 质 )。 参 看 [M-P] 第 152 页 . 
9.14.38 ”证明 要 使 三 维 欧 氏 空 间 E 的 三 条 直线 D, E, Fo AGER 
( 见 9.2.6.5) 的 充 要 条 件 是 绕 这 三 条 直线 的 中 心 对 称 有 以 下 性 质 : 
7598,99, 是 一 个 中 心 对 称 ， 
由 此 推导 出 Petersen-Morley 定理 : 设 X, Y, Z 是 互 的 三 条 直 
线 , X (相应 地 : Y', ZO 是 Y 和 2Z{ 相 应 地 Z 和 X,X 和 Y) 的 
AH, X" (相应 地 : Y',z") 是 X 和 X' (相应 地 ， vim. z 
和 2Z') 的 公 垂 线 ， 请 证 明 三 条 直线 X”, Y ,2Z” 有 公 翼 线 ， 请 参 
看 [LF-AR] 第 681 页 及 [FL] 第 339 页 的 其 它 证 法 。 
9.14.39 已 知 Ri 的 六 个 点 aiy 0; — 1,2, 3) 使 得 
d(ayaj) ~ dais di) Vi — 1,2,3, 
请 用 几何 方法 确定 使 和 ai) o Vs 的 等 度量 变换 
9.440 已 知 R: 的 四 个 点 zs。 Ps a^ 0s PEDE Im bM 
的 相似 变换 的 中 心 。 
9.14.41 已 知 RO 的 六 个 点 wy a 一 1， 2。3)， 在 什么 条 件 下 存 、 
在 使 (zi) a; Vi. 的 相似 变换 ? 如 果 这 些 条 件 被 满足 ， 用 几何 
方法 作出 所 求 相 似 变换 1 的 中 心 ， 再 推广 到 任意 的 维 数 。 
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第 10 章 三 角形 ,球面 及 圆 


三 角形 、 多 边 形 、 四 面体 、 园 及 球面 都 是 我 们 几何 园地 上 昌 养 
前 动物 。 本 章 汇 集 了 与 它们 有 关 的 已 知 条 件 及 基本 结论 ， 也 收集 
了 更 深入 的 结果 ,不 过 这 些 结 果 的 陈述 或 图 形 都 是 十 分 简单 的 ,着 
来 我 们 并 不 需要 对 这 一 章 作 介绍 。 读 者 在 番 阅 时 会 被 有 兴味 的 段 
落 所 吸引 ， 在 理解 或 证 明 需 要 时 再 回头 阅读 前 面 的 部 分 ， 反 正 读 
者 对 这 些 动物 已 相当 烘 悉 ， 我 们 不 把 重点 放 在 它们 的 古典 性 质 的 
证 明 上 ,可 以 把 这 一 章 看 成 第 九 章 的 图 解 , 练 习 及 问题 的 汇总 ,第 
10.12 节 是 其 它 章 节 的 引 论 及 综 由 。 


本 章 考虑 的 空间 都 是 欧 氏 仿 射 空间 。 在 10.1 28 10.5 以 
及 109 26 10.11 诸 节 ,涉及 的 是 平面 , 在 10.12 节 , 维 数 是 3. 


101 三 角形 :定义 及 记号 


10.1.1 根据 247. 所 谓 三 角形 就 是 三 个 仿 射 无 关 的 点 。 我 们 可 
把 它 放 在 由 这 三 个 点 生成 的 仿 射 平 面 内 。 因 此 不 妨 急 设 一 切 都 发 
生 在 一 个 殉 氏 平面 X 内 。 在 10.1 至 10.4 节 都 将 保持 这 一 很 设 。 
1012 对 于 一 个 取 定 的 三 角形 € 一 {x,y, x}， 我 们 将 始终 使 
用 下 列 记 号 : 


ac yg, b zx, co xy (GRW 91.1), 
一 一 


4 一动, 了 下， 有 一 天 ,天 ，C 一 东区 (参见 8.6)。 
实数 a. b.c 被 称 为 儿 的 边 ,它们 所 在 的 直线 也 使 用 同样 的 记号 
(参见 2.4.7)。 幸 好 这 样 做 不 会 产生 混淆 ， 回 忆 一 下 4, B,C 被 
Tis € H9. 这 是 10, xl 内 的 实数 ，% 的 顶点 是 x. y, x*。 


EC 


10.3 ”如 果 三 角形 的 两 条 边 相等 就 称 为 等 暗 三 角形 。 三 条 边 相 
等 称 为 等 边 三 角形 ， 一 个 角 是 I? 
的 三 角形 称 为 直角 三 角形 。 三 个 甫 
都 在 ]0。z/2[ 内 的 三 角形 称 为 锐 
fac HUC. SEE TUS AE, 
1014 通过 多 的 顶点 并 与 对 边 正 
交 的 直线 称 为 V 的 高 。 把 相应 线 
段 的 长 记 为 5， 和， 也 就 是 说 
本 一 ar Cy, 9). ho m dO, G2). om ds, (n 32). 
* OWSPISPABNEUGEROS Qe o», (.0 PG G0 IEEE 


图 10,1,1. 
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分 线 (参看 9.7.5).@ 的 内 角 平 分 线 就 是 有 向 射线 《六 , 蕊 )，( 下 ， 


32). Gi, ay) 的 角 平 分 线 所 在 的 直线 〈 见 8.7.3.3)。 外 角 平 分 线 
就 是 过 顶点 与 上 述 直 线 正 交 的 直线 .这些 角 平分 线 的 相应 线段 之 


长 记 为 is us 二 及 eee. € 的 中 线 就 是 直线 (s, 25, 


(y, 19. (e, 9), 相应 的 线 民 之 长 记 为 me mm 


10.15 根据 9,7.5, 存在 唯一 的 与 多 外 涂 的 图 , 它 的 半径 记 为 R. 
存在 四 个 图 与 多 的 三 条 边 相 团 ,一 个 在 内 部 , 称 为 内 切 贺 ,三 个 在 
外 面 , 称 为 旁 切 贺 ， 它 们 的 半径 分 别 记 为 >。 ro* ros re. EIS B 
«P 的 面积 记 为 S (参看 9.12.4)。 


期 10.1.3。 
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102 古典 的 结果 


10.21 存在 性 ， 存 在 使 zy —— oc. yn 一 4, zx b 的 三 角形 {x， 
y, 2) ÜJTESERITE 2.0, e 满足 以 下 三 个 严格 三 角 不 等 式 : 

acb-dc,b«cda, ecadctbe»b—c|-abce, 
事实 上 从 公式 101 可 看 出 只 要 能 找 出 4610, xl 使 cos 4 一 


和 一 全 就 可 以 了 .因此 人 二 所 一 全] 一 1, 11, 这 样 就 得 


到 了 所 需 结果 。 另外 一 种 证 法 是 9.7.3.4 的 证 明 ， 其 中 用 到 了 
9.7.3.8, 
1.22 EIÉfÓUE. € RCOSIEEIOREGNUEEABGCENIWAT 
相等 。 只 有 < 需要 证 明 ; 这 可 从 公式 19.3.1 导出 ,因为 

GE 

2bc 24c 

可 写成 (4 — BG 十 57 — c] 0, ER 102.1 就 可 得 到 所 
需 结果 .因此 一 个 三 角形 是 等 边 三 角形 的 充 要 条 件 是 三 个 角 相 等 。 
它们 的 公共 值 是 #/3, 这 可 从 10.2.4 或 10.3.1 得 出 。 
10.2.3 直角 三 角形 。% 以 * 为 直角 顶点 的 充 要 条 件 是 e-— p 
e (参见 9.2.3 或 10.3.1)。 
J024 内 角 之 和 ”我 们 总 是 有 4 十 BC 一 .这 可 应 用 8.7.5.3 


加 以 证 明 : IN xz E a) a ys CRISIS ye 2E a 3 pe zc IG 
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== 一 二 == == 
xy,xm do oxa.ym do oya,yx — ry om, 


EUERECTEEREUCRERSUL E: Hop m FUERZA HL E (RB 
18.3.8.4) 或 之 x (参见 19.5.4), . 

10.2.5 ” 共 点 性 。 读 者 在 插图 中 可 能 己 注意 到 : 高 \ 中 线 、 内 角 平 
分 线 (或 一 条 内 胃 平 分 线 与 两 条 外 角 平 分 线 ) 、 垂 直 平分 线 都 是 共 
点 的 ,中线 的 江 点 性 是 3.4.10 的 结果 , 角 平 分 线 的 共 点 株 是 9.14.3 
的 性 质 的 推论 垂直 平分 线 的 共 点 性 可 从 9.7.5 得 到 。 只 有 高 的 
共 点 性 的 证 明 需 要 一 点 技巧 。 譬如 说 我 们 可 通过 名 的 顶点 作对 
边 的 平行 线 : 这 样 可 作出 一 个 三 角形 V, 它 的 垂直 平分 线 就 是 名 
的 高 ! 也 请 参见 10.13.1 及 17.5.4。 密 的 高 的 交点 称 为 多 的 要 
ib. 


E 


图 10.2.5. 


1026 ”全 等 的 情形 ， 对 于 两 个 三 角形 €. 多 ,它们 的 元 素 采 用 
10.1.2 的 记号 ， 必 要 时 加 上 一 抠 以 作 区 分 ， 那 么 以 下 条 件 是 等 价 
的 : 

(i) 存在 fe I(X) 使 得 fw) — 6,10) 9 Y jz) — 25 

()a-a,b—bF,c-—c 

(i) A=A4, bb), cms 

(v) 4— 4, B—B', cc, 
这 可 从 9.7.3 以 及 公式 汇 亿 10.3 得 出 .只 是 要 小 心 , 在 利用 公式 汇 
集 时 ,正弦 的 值 不 能 唯一 确定 0 与 二 间 的 角 ,而 余弦 值 却 能 确定 这 
个 角 。 因 此 在 “正弦 或 余弦 "一 >“ 角 ”的 方向 上 只 能 利用 余弦 ， 不 
能 利用 正弦 。 
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如 果 两 个 三 角形 满足 上 述 条 件 中 的 任 一 个 ， 就 称 为 全 等 的 。 
10.2.7 相似 的 情形 。 在 同样 记号 下 ,以 下 条 件 等 价 : 
G) 存在 fe Sin(X) 使 得 f(x) — x, 1) — y» jz) 2i 


Gi) 4— 4, B=—B, C—C, 
应 用 95.31 以 及 公式 就 能 看 到 (i) 之 G) 9 GD. 为 了 得 到 
G0 全 《0D。， 兵 需 作 一 个 比值 为 


(一 去 一生) 
a b e 


的 相似 变换 ,把 它 归 结 到 全 等 的 情形 就 可 以 了 。 
10.3 公式 汇集 


记号 向 10.1, 另外 再 加 上 p m "10777 QERPERYO UR 
样 就 有 


_ 
10.3.1 cosA— PEEL, 
2bc 


sin 4 — FV po — Y — bp — 2. 
PLENTEDUEDE 


10.3.2 Lob. f L2RN 


sin4 —sinB sinC > 
10.3.3 5— Las o lbcsinAm pr 

2 2 
- iG —2—5o—20i 


abc . 
at b-Ee)(a9-5 — cY(a — b4-e)Ca- bbc) 
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10.3.5 + 一 3 ， 
? P—a 
10.3.6 jo 2 p(p—a)bc, 
AY. | p(p—a oc 
ecmiiG-XG-OM Gb» 
10.5.7 mis XP Eg) mat 
" . 


10.3.4 的 第 一 个 公式 就 是 8.1.2.4 的 公式 , 再 利用 8.63 及 
9.1.1 转化 过 来 。 第 二 个 公式 从 sin 4 一 V1 — cos4 (1, 第 三 
个 则 从 


fill. 为 导出 10.3.2, 把 多 的 外 接 
圆 中 心 记 为 o, 根据 10.9,3, 三 角形 
coyz 在 中 的 角 等 于 24, 从 正弦 的 定 
义 可 得 上 一 2R sin 4。 读 者 可 能 希 
望 不 要 涉及 到 10.9.3， 我 们 可 以 利 
用 9.7.3.7 以 得 到 10.3.4 以 及 10.3.3 的 最 后 一 个 等 式 。 

10.3.3 的 第 一 个 等 式 就 是 912.4.4， 第 二 个 等 式 来 自 太一 
c sin 4, 第 三 个 等 式 可 把 E 分 市 成 三 个 三 角形 : 多 一 {x y, ayU 
{yz， 9}U{z, x, a} 而 得 出 ,其 中 e Re 的 央 切 圆心 。 每 个 小 
三 角形 奸 的 高 都 是 >。 对 边 分 别 是 a,5,c、 利 用 9.12.4.4 就 能 
导出 所 需 等 式 ， 最 后 一 个 等 式 是 10.3.1 的 推论 。 

等 式 10.3.4 可 从 9.7.3.7 导出 。 这 黑 它 也 可 看 成 是 10.3.1 及 
10.3.2 的 直接 推论 。 

至 于 10.3.5, 可 采用 与 3 一 pr 类 似 的 方法 ,不 过 取 角 4 内 的 
旁 切 贺 的 中 心 汶 ,这样 就 有 

bros a TUV — in vais zou), 


图 10,3.7.1. 


因而 
16 


图 I0.3.7.2， 


面积 (多 ) 一 面积 ({x; ys a D) 十 面积 ({x, 2, 79) 
一 面积 ({y, 2, 0), 
这 三 个 三 角形 过 a 的 高 都 是 7。, 而 相应 的 边 长 是 5。c， 4a。 


图 10.3.7.3。 


公式 10.3.7 就 是 9.7.6.5, 3E PERUE 10.3.6, 把 e, 留 给 读者 . 
至 于 i, 把 过 * 点 的 角 平分 线 与 边 《y,*》 的 交点 记 为 ;。 注意 到 
三 角形 i. yr] 及 {5，#，*} 在 5 点 的 角 有 相同 的 正弦 ， 应 用 
10.3.2 就 可 得 到 : 

19.3.8 Sy Lom (0 sycbosm. 0 4 


Dr 


再 次 将 10.3.2 忆 用 于 三 角形 4x4， 5s，z}， 并 两 次 使 用 10.3.1, 就 能 
得 到 所 需 公式 。 


图 10.3.8。 


103.9 附注 。 当 三 角形 是 直角 三 角形 了 时。 有 一 个 很 好 的 练习 可 
做 : 观察 前 面 的 公式 会 变 成 怎样 的 形状 并 且 作 一 些 验证 . 
10.3.10 应用， Morley 定理 . 

这 个 定理 的 结论 很 简单 ， 但 它 的 证 明 却 不 是 直接 的 。 其 几何 
证 法 可 参看 10.13.4 以 及 9.14.33.5。 关于 由 角 的 三 等 分 线 构成 的 
图 ,请 参见 [LB1] 第 173 一 194 页 ,以 及 9.14.34.5 和 10.13.23。 最 
后 请 参看 [CAL]. 

Morley 定理 是 这 样 的 ， 把 三 角形 «ois. y, z} BUS CR 
作 ]0,x[ 内 的 实数 ) 三 等 分 , 它们 的 交点 记 为 p, 9, r+， 则 三 角形 
Pp 是 等 边 三 角形 (为 了 体会 这 个 定理 的 意义 ， 最 好 在 阅读 后 面 
的 证 骨 以 前 先 订 自 党 试 一 下 给 出 几何 的 或 三 角 的 证 明 )， 置 

A B [^] 


qum, | Yt 


5 3 


把 10.3.2 应 用 于 (x, 9 z} 以 及 {+, yo rh 再 应 用 10.2.4, 可 得 


rx 2R sin8sin(3a 十 38) 
sin (a + 8) 


其 中 R 是 儿 OWUMEBDER. 因 wa 十 # 十 7y 二 x/3， 通 过 三 角 计 
算 ( 见 8.7.8 及 8.12.8), 可 导出 
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^ 


we BR sin psinysin ( 
fx dn din rn (7. 7), 
司 理 
oy fT 
gx — BR sin f sin y sin (& * 8). 


x 一 97 BR sinfsin v; 


a(*. v) sn 人 (三 m D 
但 因 ( 王 十 十 (于 二 8) 十。 一 ,我们 可 把 公式 -10.3.2 应 用 
于 这 样 一 个 三 角形 ， 它 的 一 条 边 是 s AAT. Tg 
及 a。 斌 可 证 明 这 个 三 角形 怡 好 就 是 {x, r+, 9}， 再 一 次 应 用 


10.3.2 就 得 出 rq9 一 8Rsin ssinpsiny， 同 理 9 fü pe 的 长 度 也 是 
同一 个 值 ， 


16311 三 角形 的 几何 
关于 三 角形 有 许多 结果 ， 如 要 连贯 的 阐述 ， 可 参看 [R-CI] 
注 II。 如 上 内需 几 个 例子 ,可 见 10.11, 
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104 不 等 式 及 极 小 值 问题 


10.4.1 等 周 不 等 式 ， 对 于 任意 的 三 角形 。 总 有 5 < 而 且 
A 


等 式 当 且 仅 当 等 边 三 角形 才能 成 立 ， 
只 需 应 用 10.3.3 及 11.8.11.6, 就 能 得 出 


(—20-5»0-o«[G-2ton*o-9]| 


TESARAR6YSHÓSP—«—R—5-—P—e, 
10.L2 附注 。 以 后 在 10.5 及 12.11.1 将 会 遇 到 10.4.1 的 两 个 推 
广 。 至 于 三 角形 的 “等 前 径 ” 不 等 式 《 参 见 9.13.8), 它 可 宣 接 从 
10.3.3 寻 出 ,因为 多 的 直径 是 supfe。 P, c). 
10.4.3 Fermet 问题 ， 从 9.7.6.3 可 导出 

18 doy dou Zmegx! gy dgrz VieX, 


而 且 只 有 当 :处 在 外 的 重心 8 一 I3 pog sg 


立 。 运用 10.3.7 及 3.4.10 的 结果 可 把 极 小 公 表 成 a，, 0, c 的 函 
数 , 这 样 就 给 出 了 一 个 不 等 式 。 

令 人 惊奇 的 是 ， 对 函数 tI tx deny 十 tz 的 极 小 值 的 研究 
要 比 上 述 问题 困难 得 多 (原因 在 于 距离 不 是 双 线性 的 ,而 它 的 平方 
却 是 双 线 性 的 )， 这 就 是 Fermat 问题 。9.10.6 已 指出 它 的 解 , 就 
是 找 x 的 点 +， 使 得 从 :看 出 去 三 角形 e 的 三 条 过 的 视角 都 是 
2«|3. 完整 的 结果 如 下 所 示 : 或 者 多 的 一 个 角 AIR HD 
么 极 小 值 仅 在 * 点 达到 ;或 者 儿 的 所 有 的 角 都 < 2x/3, 那么 存 
在 X 的 叭 一 点 o, 使 得 从 看 P 的 三 条 边 时 都 成 2x/3 角 ， 极 小 
值 仅 在 “才能 达到 。 

首先 ， 如 打 * 是 这 个 极 小 问题 的 解 ， 那 么 它 必须 在 三 角形 之 
内 ,否则 , 设 :和 x* AERE (y, *》 分 割 的 两 个 不 同 半 平 面 上 ,过 
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T 


图 10.4.5. 


+ 向 (y, z》 作 刁 线 的 刁 足 设 为 #, T TRETRE E 
uy d ux. (应 用 9.2.2)。 

如 果 4 2x[3, WÜxpP 多 内 任意 的 1: 疡 x， f fE [5 yx 
中 所 成 的 和 角 > 2x/3， 因 此 极 小 秆 不 能 在 +: 达到。 由 于 名 是 紧 


e 


图 10.4.5. 


集 , 故 极 小 值 必 定 在 某 一 点 上 达到 ,这 个 点 只 能 是 =。 

现在 假设 名 的 三 个 角 严 格 小 于 2x/3， 把 X 定 向 ， 设 } 是 以 
? 为 中 心 的 »«/3 角 旋转 。 对 任意 的 r6 X, d£ —- 10). x 
Kd : 


r+ ce iz — xu dtd az maa, 
使 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 “。 7，*，#* 在 一 直线 上 并 且 保 持 正确 
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的 次 序 。 用 同样 方法 作 s" m 7G), T I n 2z13， 直 
HR o(x.27) E (2, x0 EHET TR o, 使 得 uar m f(o), oux 
共 线 并 且 有 正确 的 次 序 。 CTRGSUERT wx 二 oy 十 os 一 zz， 
这 样 就 完成 了 证 明 。 

我 们 附带 证 明了 一 个 事实 ;图 10.4.3 的 三 条 直线 Qs 2), 
《zx sr》。() tm》 交 于 一 点 ,而 且 夹 角 都 是 n3. 
1044 附注 。 94 已 经 研究 过 有 极 小 周 长 的 多 的 内 接 三 角形 ，. 
WAS 要 足 三 角形 的 面积 , 设 三 角形 6 ys]， 点 16X。 
把 :在 @ 的 三 条 边 上 的 正 交 射 影 所 成 的 三 元 组 (o. d. +} 称 为 
:的 要 足 三 角形 (注意 到 p.d, c 共 线 时 实际 上 不 再 是 三 角形 ). 
我 们 想 研究 要 足 三 角形 的 面积 , 壁 如 说 , 当 + 取 在 @ 内 的 哪 一 位 
置 时 三 角形 面积 为 极 大 ? 为 此 要 引进 定向 三 角形 及 它们 的 面积 。 

10451 定义 。 定向 平面 xX 上 的 定向 三 角形 是 x 的 点 的 三 
元 组 (sy, x). Gs yox) 的 面积 是 o (s d, n) m Mu) 
CE i 8.11.3), 

可 以 直接 验证 .er 关于 循环 置换 不 变 ,而 且 

10.4.5.2 of (x, yz) = fts x. y) + o (0, ys x) 

| ACHETER 

如 果 ee Js-(X), WI af (00) G2. 0) = — ar Gs 3 2. 

设 X 是 定向 的 ，+E X," 是 通常 三 角形 。 除 p，9, + 外 ,再 
引进 e 关于 «e 的 边 的 对 称 点 pas ns 出 


10453 .of (p, gsr) 一 pA 8) 一 19M i 


一 二 sm28 . 光一 二 加 2 1, 
其 证 明 方 法 就 是 参照 图 10.4.5 作 代 数 计算 。 事实 上 六 边 形 
Us rns ys Pon, 9} 的 面积 是 三 角形 Ins ys rs ns vs n) s 
zs ne Pe sns re sns 1) 的 面积 之 和 ,也 是 (ns 
dinh bs rs dh 9} 的 面积 之 和 ， 因 此 
有 以 下 代数 式 ; 
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2.ar(z ys 2) m Zo s x. 3) 十 2or(t yo 2) 
"boa (ty 2, x) m ca Os x. Y) — car Un xs y) 
re s ys 2) — car (P's yo 2) + or xs x) 
— a (42. 2) m ca Qr don) or ns or 4) 
How (rs P 1) b ur Gs dV P). . 
但 因 (0. 4. 70) 是 (04. 7) 通过 以 :为 中 心 . 比值 为 2 的 位 
似 变 换 而 得 到 的 , 所 以 .er (bs d, 77) 二 Ar (?，9，r)。 并 且 根 
据 10.3.3 以 及 8.7.7.8, 有 
ar sr d) i sin24 xr‘ zg 一 二 sn24 -cp 
这 样 就 得 到 了 10.4.5.3。 . s 
从 1045.3 及 9.7.5 可 以 知道 只 要 我 们 知道 质点 (sin 24, 
x), (sn2B, y), (sn2C, 2) 的 重心 ;问题 就 完全 解决 了 。 而 这 
个 重心 就 是 @ 的 外 接 圆 的 中 心 o, 这 是 因为 从 10.3.2 的 证 明 可 


' Danes 


sn24. ax sin2B - ay -- dn2C - os —0 (ff 34.65), 

10454 ”我 们 不 想 对 间 题 作 深入 讨论 ， 只 是 导出 97.62 的 
几 个 结论 ; 对 于 不 的 某 些 值 ,X 中 使 得 关于 多 的 三 足 三 角形 的 面 
积 (不 计 符号 ) 取 定 值 的 点 的 轨迹 是 以 w 为 中 心 的 两 个 圆 ， 而 对 
于 其 它 的 值 ,轨迹 是 一 个 量 ， 一 个 没有 意料 到 的 额外 必 获 是 
中 使 2, 9， + 共 线 的 点 的 轨迹 是 多 的 外 接 贺 (“Simson 直线 " 定 
理 ,， 参看 10.9.7.1): 事实 上 p.4.7 共 线 的 条 件 就 是 .er (p, 9， 
+) 一 0， 而 ,ys > 满足 定理 灯 件 。 因 此 所 求 的 负 迹 应 该 是 以 
为 中 心 过 z (以 及 y 和 z !) 的 画 ， 就 是 多 的 外 接 辕 ， 我 们 得 到 公 
式 : 


48 — R(sin24 + sin2B + sin2C), 
1045.5. S x 描绘 出 e^ 的 外 接 负 时 ,与 它 相伴 的 Simson 直 
线 的 包 络 是 有 三 个 尖 点 的 内 摆 线 。 这 说 明 在 任 一 三 角形 内 有 一 个 
三 阶 对 称 。 参看 9.14.34.3.D， 
10.46 Erdós-Mordell 定理 ， 以 下 的 定理 有 个 有 趣 的 故事 : 它 
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被 Erdós 在 1935 年 铺 想 到 ， 在 1937 年 被 Mordell 用 一 个 绝对 
不 是 初等 的 方法 加 以 证 明 。 尽管 它 的 陈述 很 简单 。 还 是 要 等 到 
1945 年 才 由 D. K. Kazarinoff 给 出 初等 证 明 。 我 们 这 里 只 是 
叙述 一 下 定理 ， 让 读者 用 这 个 定理 试 试 自己 的 能 力 。 关 于 完整 的 
参考 材料 ,可 参见 [KF] 第 78 页 或 [FTI] 第 12 页 。 
10.4.7 定理 ， 设 馈 是 一 个 三 角形 ,对 多 内 任意 一 点 ts E ps 4， 
7 如 同 10.4.5 所 定义 , 则 有 

tx deüpy Ae ix ZB 2(tp Ae 1g e tr), 
只 有 等 边 三 角形 才能 使 等 号 成 立 . 


10.4.7. 


104.8 it, 关于 三 角形 内 的 其 它 不 等 式 可 参看 10.13.5 以 及 
[GS]. 


105 多 i 形 


关于 这 一 主题 我们 只 给 出 一 些 参 考 资料 ， 关 于 一 个 凸 多 边 
形 ， 我 们 在 9.4 已 研究 过 多 边 形 弹子 盘 ， 与 10.4.3 类 似 的 问题 请 
参看 1013.8, 

165.1] 104.1 的 推广 如 下 所 述 : 如 果 多 是 =” 边 凸 多 这 形 ， 3 是 
它 的 面积 ,了 是 局 长 , 则 
$«—l-p, 
Ang 7. 


AB pos d 是 正 多 边 形 时 才能 使 等 号 成 立 ， 关于 其 证 明 及 进 一 


步 的 讨论 ， 请 参看 12.12.15 或 [FTI] 第 8 一 11 页 和 [GR] 第 
192 X. 
105.0 AJ P E ib ERU 
的 内 角 之 和 为 (0—2) (BR 
12.1.12), 

XOT REDKRAUA KS, RUSSE 
把 多 边 形 从 一 个 顶点 分 割 成 # 一 2 
个 三 角形 ， 把 10.2.4 用 到 这 些 三 角 
形 上 再 求 和 ,这 样 就 同时 得 到 (4 一 
2)« 以 及 P 的 所 有 内 角 之 和 ， 
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关于 四 面体 我 们 不 准备 进 太 多 的 东西 。 最 使 人 感 兴趣 的 是 指 
出 三 角形 的 某 些 结果 不 能 推广 到 下 面体 ， 出 现 了 新 的 现象 。 我 们 
只 详细 讨论 这 些 现象 中 的 一 个 , 即 “ 内 声 蒜 面 ”, 它 出 现在 对 与 四 面 
体 四 个 面 都 相 切 的 球面 的 研究 中 。 此 外 仅 担 及 四 面体 相对 于 三 角 
形 来 说 的 两 个 特殊 性 质 ， 第 10.6.1 至 10.6.5 节 讨 论 三 角形 的 结论 
的 推广 ,从 10.6.6 起 将 讨论 特有 的 现象 

有 关 四 面体 几何 的 参考 材料 可 见 [C-B] 以 及 [R-C2] 的 注 
IV. 关于 这 一 主题 我 们 在 [C-B] 的 前 言 中 可 看 到 早 在 1935 年 
时 一 些 教师 就 已 经 抱怨 说 学 生 的 代数 技巧 由 于 新 教学 大 岗 而 下 降 
TY. 如 果 有 哪 一 位 读者 能 发 现 一 块 古 埃及 的 书 板 其 中 有 同样 怨言 
的 话 , 他 将 能 获得 一 笔 奖金 ， 
10.6.1 i 多 一 {x,y, 2.) 是 四 面体 (参见 2.4.7). 在 这 一 节 里 
总 是 假设 多 位 于 三 维 空间 X AV 的 棱 殊 是 指 直线 5» 
又 是 指 虐 离 x*y,*-…. 同 样 地 ,，% 的 面 既是 指 平面 (xys …， 
又 是 指 平面 《x, y, x》 的 三 角形 {x, )。zx}， 人 也 指 这 个 平面 上 的 
这 个 三 角形 的 面积 GRAL 10.1.5)。 把 多 的 体积 记 为 六 (SB 
9.124), 名 的 外 谤 球 曙 的 半 答 记 为 RC 参见 .7.5)。 
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10.6.2 ”根据 9.7.1， 一 个 四 面体 被 它 的 六 条 核 确定 到 差 一 个 同 构 
人 四 面体 全 等 的 情形 ")。 至 于 给 定 楼 长 的 四 面体 的 存在 竹 ， 在 
92.34 中 已 看 到 只 要 六 条 核 除 满足 10.2.1 的 四 个 严格 三 角形 不 等 
起 外: 再 符合 条 件 TG s) > 0， 事 实 上 《参见 9.14.23) 从 
T(*» t, 0. 2227 0 可 推导 出 三 角形 不 等 式 . 

10.6.3 ”中 线 . 把 连接 顺 点 与 对 面 重 心 的 线段 称 为 VF 的 中 线 ， 从 
3.4.10 可 推断 得 多 的 四 条 中 线 共 点 。 我 们 可 应 用 9.7.6 计算 这 些 
中 线 的 长 ， 

10.6.4 ”定义 四 面体 顶点 的 角 则 要 困难 得 多 ,还 颇 有 些 琅 手 ， 这 要 
用 到 第 十 八 章 ， 容 易 做 的 是 引进 两 个 面 之 闻 的 二 面 角 ， 我 们 不 准 
备 讨论 它们 ,可 参看 10.13.10。 

10.6.5 ”从 9.7.3.3, 9.7.3.7, 9.12.4.3, 可 推导 出 用 楼 长 表示 VV 及 R 
的 公式 ; 


1 1 T(r, ys 2, #4) 
V3 ——I(x z,0), Rie C—O 
gg rn n 2 AG ys zs ) 


10.6.6 ”高 ， 四 面体 的 高 就 是 过 顶点 与 对 面 正 交 的 直线 。 一 般 说 
来 四 面体 的 高 不 相交 。 参 看 LC-B] 第 121 页 或 [R-C2] 第 643 
5. 
10.6.7 Mabius 四 面体 . 存在 四 面体 对 使 得 其 中 一 个 的 顶点 都 
在 另 一 个 四 面体 的 面 上 -。 这 种 现象 在 射影 几何 里 可 以 得 到 很 好 的 
解释 ,参见 4.9.12 及 14.8.12.4, 
1068 ”内 切 球面 ， 
已 知 四 面体 多 一 (us zs n. n, HORT IS E 的 四 个 面相 
切 的 球面 5, 也 就 是 说 S 的 中 心 。 与 这 四 个 面 等 距 。 要 避免 犯 的 
错误 是 : 从 图 10.1.5 加 以 类 比 ， 认 为 这 样 的 球面 有 五 个 ， 一 个 在 
E 的 内 部 ,另外 四 个 在 E 所 确定 的 四 个 " 戴 锥 "内 ， 
为 了 解答 这 个 问题 ,首先 利用 公式 9.2.6.4。 把 分 别 以 多 的 
个 面 作为 核 的 Xx 上 四 个 仿 射 形式 记 为 i(i m 1, 2,3, 4). 另外 再 
假设 ht 一 1Y;， 则 ww 应 该 满足 
MAGO] = TAG | = Iho)| = IhGo)] 


[3 


3 


这 相当 于 仿 计 形式 间 的 八 个 等 式 .根据 2.4.8.5。" 在 一 般 情形 ”, 即 
当 码 间 没有 线性 关系 时 , 这 个 问题 应 该 有 八 个 解 ， 按 这 种 方法 讨 
论 盟 然 相当 困难 ， 为 此 要 在 Xx 内 引入 相对 于 多 的 重心 坐标 。 对 
于 任意 的 维 数 训 有 以 下 引 理 : 
10681 引 理 . JE (s) 是 X 的 单 形 。 令 
H;— (ns os Bs, xn) 

是 单 形 的 第 i 个 面 。 招 单 形 的 体积 记 为 了 。 把 Hi 的 单 形 Gs 
的 体积 记 为 w， 则 xé X 相对 于 这 个 单 形 的 重心 坐 株 〔%) 由 以 
下 条 件 确定 : 


Iul e A dx, H2, 


à Z0 H«c 由 * 与 为 关于 HH; 是 否 在 同一 半空 间 内 而 定 
{ 见 27.3). . 
实际 上 如 果 轧 是 一 个 仿 射 形式 使 得 ME m 3. Hm fO. 
fix) 7» 0, WEGE CIE 9.2.6.4) 


d, HD = VGL — | (32 2) 


特别 当 xm xS PP. dx, Hi) m f(x). JJ 9.12.4.4 可 知 这 正 是 
aV 
9; 

为 了 讨 沦 方便 ,定义 四 面体 多 的 内 部 为 使 所 有 的 x20 的 
x 的 集合 ; 的 截 锥 是 使 三 个 m0, 另 一 个 所 0 的 * 的 集合 ; 
«€ 的 三 面 形 是 使 三 个 «0, 5—^4 20H zB: e HI 
童 是 使 两 个 AST. BA 忆 0 的 x 的 集合 ,与 每 一 个 顶点 相 
关 的 有 +4 个 截 锥 与 4 个 顶替 ， 共 有 六 个 项 罩 , 分 成 三 组 相对 的 顶 
SX. 

如 果 * 是 与 多 的 四 个 面相 切 的 球面 的 半径 ， 则 球面 中 心 ” 
BS A; 满足 以 下 等 式 : 


lab. ubi abis bot 
En E d [A 3V 


AcrAhthdcael 


= [hlf(x), 


2E 


内 分 dE 


SU 


zum 两 个 相对 的 顶 音 


图 10.6.8. 


由 此 可 见 答 好 有 一 个 球面 内 切 于 儿 , 其 半径 为 
B 3y . 
C acatada 
在 每 个 截 锥 内 有 且 仅 有 一 个 相 切 球面 ,例如 在 面 《%, x*, n) HIR 


定 的 截 锥 内 ， 其 半径 为 > 一 3v 


4i t 44 45 — a, 
这 是 因为 « 是 另外 三 个 面 在 H, 上 的 射影 的 面积 之 和 ， 应 用 
9.12.49 后 可 知 这 些 面积 严格 地 变 小 了 )。 而 顶 单 的 情形 则 不 同 ， 
因为 我 们 不 知道 cb 一 a 一 a。 究竟 是 什么 ,我 们 只 知道 如 内 
在 一 个 顶 四 内 有 相 切 球面 ， 那 么 在 相对 项 军 内 肯定 不 会 有 为 了 
完成 讨论 ,假设 242a 之 st， 如 果 这 些 面 全 根 等 ( 即 有 根 司 


Mor 


(a, X aur atas 


面积 ), 就 只 有 五 个 球面 ,在 顶 罩 内 没有 球面 ， 如 果 aia > n— 
4a. 有 六 个 球 而 ,并 且 只 在 和 > 0, 1222 0, à «0, 和 之 0 的 顶 
罩 肉 有 一 个 。 如 果 aZaIamU[UEate6-—abkba, 
则 有 七 个 球面 其 中 商 个 在 顶 军 内 ,在 所 有 其 它 情形 都 有 八 个 球面. 

关于 这 些 球面 的 详细 讨论 可 参看 [R-C2] 第 653 ui, 我 们 
在 这 里 仅 限于 指出 对 正四 面体 ( 见 12.5.4.1) 来 说 ， 有 a, 一 cz 一 
9 mm 4 但 是 不 准 作 出 非 正则 的 四 疝 体 便 它 的 四 个 面 有 相等 面积 ， 
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在 以 后 几 节 ， 我 们 将 把 圆 和 球面 放 在 与 其 它 对 象 联系 的 情形 
中 加 以 研究 ， 有 时 一 次 研究 几 个 对 象 间 的 关系 ， 至 于 对 球面 本 身 
的 研究 请 参看 第 十 八 章 ， 我 们 通常 假定 dimX 守 2， 因 为 当 维 数 
是 1 时 ,球面 仅 由 两 个 点 构成 ,因此 是 毫 无 兴味 的 . 

10.7.1 定义 ， 称 子 案 SQ. r) 一 {xEX:ax 一 r} 为 以 a 为 中 心 
7 为 半径 的 球面 ;如 果 n — dimX = 2 则 称 为 圆 . 
10.7.2 与 子 空 间 的 交集 . 设 5 一 5(a,r)CX,Y 是 X 的 仿 射 于 
空间 ,把 4 在 Y 上 的 射影 记 为 (参见 9.2.4), 则 ( 风 9.2.3) 

如 果 d(a, Y) — ag o r:50Y — 2j, 

如 果 dG, Y) max m ri$Y — du), 

如 果 d(a,Y) max mr: 

SR Y — S(x, | e! — az) — (ze Yiex — sfr! — as), 
10.7.3 附注 .根据 我 们 所 研究 问题 的 性 质 , 把 半径 为 零 的 球面 排 
除 在 外 是 合适 的 ， 为 了 不 致使 陈述 太 噜 苏 ， 我们 把 特殊 情况 留 给 
读者 去 考虑 ,反正 其 中 没有 本 质 上 的 困难 
10.7.4” 切 超 平 面 。 如果 de, 了 ) 一 +， 则 称 子 空间 Y 与 5 一 
S(a, r) 相 切 ,更 精确 地 说 是 切 3 于 点 YS. de x€ 存在 一 个 
且 仅 有 一 个 切 超 平面 ， 称 为 3 在 x 点 的 切 超 平面 ， 记 为 TS. 其 


特征 是 含 = 且 与 大 正 交 ， 它 也 可 看 成 是 向 最 于 空间 S. 参看 


^68 


图 10.7.2. 


18.1.24, 

这 个 超 平面 与 来 源 于 其 它 理论 的 切 超 平面 的 概念 相符 :如 果 
把 s 看 成 二 次 超 曲 面 ， 则 它 在 非 退 化 二 次 超 曲 面 意义 下 的 切 超 平 
面 重合 于 前 面 所 述 的 切 超 平面 ， 参 见 14.3.8, 

如 果 把 SCX 看 作 微分 子 流 形 , 它 在 微分 意义 下 在 * 点 的 切 ， 
空间 T.S 就 是 落 在 S 内 的 X 的 C! 类 曲线 在 * 点 的 切 向 量 的 集 
合 , 参见 18.3.3。 这 样 定义 的 切 空 间 与 前 面 所 述 的 切 超 平面 重合 . 
107.5 ”两 个 球面 的 交 ， 在 X 内 设 $ 一 So 0), 5 一 SCo 让。 
4 兰 4 《 非 同心 球面 ), 则 从 10.2,1 可 得 ; 


177 。 


,如果 den] ad m rper 不 满足 , 划 ss e 8. 
如果 sa 一 + 十 "或 a4' 一 |r 一 +r， 则 存在 x 使 sns 
{z) 并 且 TsS 一 Ts9， 
| 如 果 Lee coa cre n RUE o 正 交 的 超 平面 使 
t Sas 一 SNH 一 SNH &HED (e, 4)0nH 为 中 心 的 
球面 
AU as m rob ors RU SS 是 外 切 的 : 如 果 au! 一 | 一 
7 | ， 见 称 为 内 切 ， 在 第 三 种 情形 称 8 和 5" 相 制 。 
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图 10.7.5. 


10.7.6 ”解析 几何 。 对 于 球面 来 说 没有 太 大 的 困难 。 把 X 向 量化 
,后 ,5 一 Sta, +) 的 方程 就 是 lz — alm rns RO Dad? — 20512) 
十 一 r? 一 0 反之， 车, 是 纯 量 而 s X x IAE CX ERE 
意 一 个 点 处 向 量化 ), 则 当 取 0 时 ,方程 
&lal t (o1) t 4 m0 
[ | 


31785 


(iE ol 一 t < 0: m, 

如 果 le 一 4 一 0: 点 | 一 各 
4 

in oP 一 444 之 0: 5( 一 uh . 


举例 来 说 ， 为 了 研究 SOS (107.5), 我 们 发 现 Sn 8 被 包含 
在 ds — 20202) — n — lat? — 2671 c n RB aa 
了 合十 超 平面 (2 Lan) à — r0 内 ， 

关于 解析 几何 对 球面 约 应 用 。 可 参见 9.7.3.7 以 及 整个 第 20 


章 ， 
10.7.7 ”两 个 球面 的 交角 。 如 果 5 一 (4.0), $— 5005,00 满 


足 SAS o. Hifp see ELO] 与 esSns 无关, 被 
称 为 $ s 的 交角 。 它 由 
ror" — ga" 
2r! 

所 确定 。 如果 9 一 x， 则 s 和 5 是 外 切 的 ,如 果 9 一 0， 是 内 切 
QU. dm p—[2, WE STUS 正 交 , 记 为 SLS. 

10.7.8 命题 ， 已 知 ” 维 空间 X 的 # 十 1 个 球面 SGT ss 
十 1) 以 及 # 小 1 个 角 eie L0, 1, 则 至 多 存在 两 个 球面 ,它们 
BT SEHR emi, n D 

(Od€R $3057). 且 8 一 5(xo, R) 是 所 求 的 球面 ， 使 用 
9.7.3 的 记号 及 结果 ,对 于 点 Giao 有 

"Tx, zio tt. E) 700 ELE di; — Ra 0i — 2Rricosqs, 
把 dy(i 一 1-… 4 十 1) 的 这 些 值 代 人 Ts ns s teas 
再 对 行 与 列 作 些 减法 , 就 能 得 到 关于 的 二 次 方程 : aR 二 HR 十 
7 一 0， 因 而 至 多 只 有 两 个 可 能 的 半径 。 根据 9.7.1, 当 RR 已 知 时 
dy 一 xx; 也 知道 了 ,因此 至 多 只 有 两 个 可 能 的 点 ma。 

10.7.9” 例 。 正 交 域 面 移 情形 是 特别 的 , 它 至 多 只 能 有 一 个 解 ， 因 
为 当 所 有 的 gp 都 等 于 0 时 ,方程 变 成 eR! der 一 0。 在 10.7.10.2 


179。 


cos 一 


AP 
V 


图 1.2.8. 


还 会 遇 到 这 种 情形 , 
与 ? 十 1 个 已 知 球面 相 切 的 球面 显然 可 有 27" 个 解 CES), 
这 是 因为 p; 一 0 或 = 有 2" 种 组 合 ,但 是 如 果 把 所 有 的 v, 都 变 


图 10.7.10.2, 


Bjo10.7.19.1. 


成 ~ 一 各， 则 方程 sR 十 8R 十 7 一 0 仍然 不 变 ， 因 而 至 多 有 


2 个 解 。 而 且 确实 会 有 2"+ 个 解 。 并 且 随 着 py 一 0 或 * 的 7 
同 选择 、 有 两 个 解 或 零 个 解 。 图 10.7.9.1 与 10.7.9.2 是 平面 的 情 
形 。 但 也 有 零 个 解 的 情形 
10.710 3X. 设 3 一 Sa,r)，xeX。， 则 对 任意 揭 过 >* EE ST 
5d (可 能 有 2— z) 的 家 线 D, 数量 积 Gerd 37) 是 常数 是 等 了 
za! — n, "ERROR x ECT SHORE 20 P.S, 

这 个 数量 的 绝对 值 是 *.z!， 符 号 十 或 一 随 * ÓEHREE D £7] 
的 外 部 还 是 内 部 而 定 ， 


" 


ELI 


把 [fs z] 的 中 点 记 为 如 则 证 明 就 是 写 出 下 式 : 

(Ear) m xi — bt m xa! a o B mm xa! p 

在 解析 几何 中 ,如 果 5 的 方程 以 上 作为 首 项 , 则 PS 就 是 
通过 把 * 代入 s 的 方程 元 得 到 的 

10.7.10.1 设 3— 3(a,7), S 一 8(a ,r+') EE asta 的 
两 个 球面 , 则 集合 《ze X:P.5 m PL] 是 与 ar 正 交 的 超 平面 ( 利 
用 9.7.6.5 及 解析 几何 ), 被 称 为 $ 与 8 的 良 超 平 硒 ( 当 ” e 2 时 是 
根 损 )， 其 几何 作 图 法 如 图 10.7.10.1 所 示 、 它 用 到 了 去 的 定义 。 

10.7.10.2 5S 一 S(tq, r), S — 5(24', +') 的 正 交 性 (参看 
10.7.7) 可 用 多 种 方式 表达 ,因此 是 一 个 很 有 用 的 概念 ， 球 面 5， S 
为 正 交 的 充 要 条 件 是 sa" — s r7, 或 PS -— cc. 或 Pr5 一 
1， 或 者 是 存在 过 。 的 直线 D, 它 宙 5 于 1s?， EST nz, 
使 得 Lx x's, 1s#] 一 一 1 (调和 分 割 )、 当 然 也 有 

TSLT,SY2€ SNS, 

由 上 所 述 可 以 推 新 出 ; 与 一 些 已 知 球面 正 交 的 球面 的 中 心 位 
于 其 中 任 两 个 球面 的 根 起 平面 上 ， 这 样 就 得 到 了 继 空间 Xx 内 
十 1 个 球面 的 根 心 的 概念 。 我 们 重新 闻 到 了 10.7.9。 

10.7.10.3” 震 的 概念 能 帮助 我 们 解决 一些 作 图 问题 : 例如 在 
平 而 上 作 一 个 圆 使 它 过 两 个 已 知 点 且 与 已 知 圆 相 切 。 切 点 已 在 图 
10.7.10.3.1 上 标 出 , 

另 一 个 例子 是 图 102.103.2 的 “第 六 圆 ” 定理。 请 不 要 把 这 
个 定理 与 Miguel 的 六 说 定 理 ( 见 10.9.7.2) 混淆 ,后 者 的 证 明 更 加 
复杂 。 关 于 这 些 定理 的 新 近 的 参考 文献 ,可 见 [DI] 第 256 页 . 
10.711 配 极 变换 。 关 于 球面 的 瑟 极 变换 是 关于 非 退 化 二 次 曲线 
的 配 极 次 换 的 特例 。 它 并 无 使 人 特别 感 兴趣 之 处 ， 反 而 因 涉 及 到 
无 穷 远 点 在 仿 射 的 范围 内 会 产生 例外 而 使 人 感到 不 便 ( 关 于 二 次 
超 曲 面 的 本 极 变换 参看 145), 关于 这 个 配 极 变换 我 们 只 扣 两 个 


畦 点 ， 第 一 个 是 ，* 关 于 S(cs o) 的 极 超 平面 及 总 是 与 改正 交 ， 
并 且 由 
11829 


图 10.7.10.3.1- 


M 
10,7.10.3.2, 


(a, H) e E 
m 


所 确定 。 第 二 点 是 配 极 变换 可 用 如 下 的 初等 方法 定义 (这 是 
10.7.10.2 的 结果 ): 两 个 点 x，y 关于 S 为 共 堪 的 条 件 就 是 以 x7 为 
直径 的 球面 正 交 于 5， 

关于 配 极 变换 的 应 用 请 参看 10.13.14, 


uu 
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这 里 只 讲 初等 理论 ， 为 了 避免 在 本 节 遇 到 的 种 种 例外 情形 以 
及 为 了 能 利用 二 次 型 这 一 有 力 工具 ,在 第 20 章 还 要 在 更 一 般 的 情 
形 下 讨论 ， 这 里 讲 的 一 些 内 容 是 初等 的 , 它 将 会 对 第 20 章 的 讨论 
BERA. 

1981 定义 . 以 < 为 极点 ， 以 ac R* 2SRUON BOR EROR 


一 fa:XNe 一 XNe， 定 义 为 ia) 一 n ix, Hupx ME 点 
rst. 

108.4. 显然 了 一 Ida, UM o > 0 时 才 有 不 动 点 ,而 且 不 
动 点 形成 一 个 球面 (0, We ) 一 {ze X:i(x) 一 *}, 称 为 反 演 球 
面 ， 凡 是 满足 P.S 一 e 的 球面 5 HGETE LL 作用 下 稳定 的 ， 这 可 
从 10.7.10 立即 推导 得 出 ， 当 Y 是 X 的 含 极点 < 的 子 空间 时 , Y\c 
也 是 稳定 的 。 并 且 有 遗传 狂 : 在 Y 内 ，ilyw 也 是 以 * 为 极点 而 且 
有 相同 的 寡 的 反 演 . 

10.8.1.2 我 们 有 


festis 一 机 coprilxv。 


1&813 对 于 x, y€XV, E iG)iG) - lal——. 
€x cy 


SUD X dE e 点 向 量化 ,再 作 一 些 计算 就 能 得 到 此 公式 

10..2 ”球面 与 起 平面 的 变换 ， 设 i 一 i 是 X 内 反 演 , 则 任意 一 
个 不 含 “ 的 超 平面 五 的 像 i( 五 ) 是 去 掉 一 点 后 的 球面 S\c， 其 让 
3 是 X 中 过 * 点 的 球面 ， 反 之 * 设 8 是 过 < 点 的 球面 ， 则 Se 的 
像 是 不 含 “ 的 超 平面 。 不 含 “ 的 球面 在 i 下 的 像 仍 是 不 合 。 的 球 
面 . 


由 于 10.8.1.2 的 公式 , 作 适 当 位 似 变 换 后 可 以 假设 a 一 en, 
其 中 4 是 * 在 HH 上 的 正 交 射影 。 如 果 令 iQ) mx. »€H, 并 在 
X. 内 计算 ; 

SL 


x€ H&»(x|8) -- lA, 不 过 BS. 
r1 


因此 

z€H&»(x' — hlx) = 0, 
这 相当 于 x 属于 以 De. 4] 为 直径 的 球面 。 如 果 5 是 不 合 “ 的 球 
fi. ES 一 a， 则 据 10.8.1.1 有 i(5) 一 5 在 一 般 情形 下 , 通过 应 
用 10.8.1.2 以 玉 作 一 个 适当 的 位 似 变换 可 转化 为 上 述 倩 形 . 


图 10.8- 


10.8.2.1 附注 .对 “保持 球面 * 的 映射 的 研究 , 请 参看 9.5.32, 
9.5.3.6, 18.10.4, 


10..8 ” 反 演 器 。 这 是 实现 反 演变 换 的 机 械 装 置 。 其 意义 在 于 利 
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用 10.8.2 的 竹 质 把 圆周 运动 转化 为 走 线 反动。 我 们 知道 从 机 械 十 
说 圆周 运动 是 易于 实现 的 (如 柄 规 、 摇 手 哺 等 )， 但 在 自然 界 , 直 线 
并 非 如 此 易于 实现 ， 璧 如 说 为 了 造 一 把 直 尺 ， 必 须 用 好 几 殷 直 尺 
作 相 互 研磨 才 行 . 请 读者 证 明 图 1 0.8.3.1 及 10.8.3.2 的 机 械 确 实 
RERO: 其 中 < 点 固定 ， 而 另 一 些 点 是 活动 的 。 至 于 其 它 的 关 
节 装 置 请 参看 [LB1] 第 64 一 88 页 ， 也 可 参看 9.14.34.3.A, 


图 10.8.3.1- 


图 10.8.3.2、 


10.84 演变， 这 是 群 论 中 的 内 自 同 构 能 几何 名 称 . 其 结果 如 下 
记述: 设 & 是 一 个 反 演 ， 了 是 以 3 为 反 六 球面 ( 见 10.8.1.1) 的 反 
演 或 者 是 一 个 超 平面 对 称 os, PU gfg"! ( 称 为 1 被 8 演变) 如下: 当 
8(5) 是 超 半 面 时 、gfg READER cuoi Ub g(5) 是 球面 时 ,sfg” 
是 以 g(5) 为 反 注 球面 的 反 演 . 

10.8.4.1 我 们 利用 以 下 的 判 则 :两 个 点 *, x EDI DOCU 
球面 的 反 注 下 互 逆 或 者 在 对 称 cx* 下 互相 对 称 的 充 要 条 件 是 一 切 
过 x 与 * 的 球 匹 都 与 S 正 交 (把 球面 与 超 平 面 正 交 定义 为 超 平面 
通过 球面 中 心 )。 这 个 判 则 来 源 于 10.7.10.2， 只 要 我 们 知道 反 演 
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图 10.8.4. 
把 正 交 的 球面 或 平面 变换 成 正 交 的 球面 或 平面 ， 这 个 判 则 的 证 明 
就 不 难得 出 了 ， 而 上 述 结论 可 从 10.8.5.3 得 出 . 

10.8.4.2 附注 . 读者 可 能 注意 到 两 件 事 : 首先 是 需要 一 种 累 
效 的 语言 ,每 次 都 需 说 “ 球 而 或 超 平面 "其 次 , 10.8.4 是 不 正确 的 ， 
这 是 指 gg” 不 是 到 处 都 有 定义 , 需要 除去 对 应 于 f 和 & 的 极点 
的 两 个 点 . 正 因 这 两 个 理由 ,我 们 感到 需要 有 一 个 把 球面 与 超 平 
面 统一 起 来 的 结构 ， 并 使 超 平面 对 称 与 反 资 的 构成 不 受 限 制 ， 这 
将 是 第 20 章 的 目的 之 一 . 
1685 反 演 与 微分 几何 设 i 一 i.。 并 且 在 已 内 计算 , 则 i;X\ 
“一 XNc 是 C” 微 分 同 胚 ， 它 的 导数 是 : 

»»]. 


， » zx 

151 (Gif. E - 1g 
这 可 愉 守 的 定义 公式 及 微分 法 则 得 到 (参见 【CH1])。 

108.52 推论 ( 反 演 保持 交角 )， 如 果 六。 是 = 维 空间 X 的 反 
痪 , 则 在 任意 一 个 点 ze XNe 处 ,其 导数 LG). 是 一 个 相似 变换 ， 
当 o < 0 时 ,这 个 相似 变换 是 正 向 的 , 当 ot > 0 时 ,是 逆向 的 
特别 ,这 个 导数 总 是 保持 直线 的 交角 及 定向 直线 的 交角 ,并 且 当 X 
是 平面 时 ,对 于 定向 角 来 说 总 要 改变 符号 ， 

事实 上 , 10.8.5.1 表明 iG) 是 由 关于 向 量 超 平面 x+ 的 对 称 
CI, 8.2.10) 以 及 位 似 比 为 af lel 的 位 似 变换 所 合成 。 这 只 需 应 
用 8.8.5 就 能 得 出 。 

10.8.5.3 ”作为 特例 , 反 演 变换 保持 角度 ,下 此 保持 球面 以 及 超 
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平面 的 正 交 性 。 我 们 当然 可 以 不 用 仇 分 学 而 直接 证 明 。 

108.54 附注。 在 9.5.4.6 (Liouvilie 定理 ) 中 ， 我 们 已 找 出 
了 使 导数 为 相似 变换 的 一 切 微分 同 吓 ， 

10555. 反 演 与 密切 圆 ， 如 果 i 是 以 。 为 极点 的 反 演 ，f 是 
平面 x 的 C: 类 曲线 ,由 当 eC HM. PE CO 处 的 密切 圆 C 的 像 
i(C) 是 iof 在 (QC). 处 的 密切 四， 事实 上 i 保持 贺 ， 并 且 密 切 
加 是 过 曲线 上 相 邻 三 点 的 圆 的 极限 ， 


图 10.8.5,2. 


图 10.8.5.5. 


10.8.5.5 的 有 趣 的 推论 如 下 所 述 : 球面 上 人 简单 闭 曲 线 的 挠 率 
至 少 在 四 个 点 上 等 于 零 ， 为 此 请 参看 [B-G] 第 364 页 ， 除 此 之 
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外 ， 前 面 所 述 的 结果 也 提供 了 已 知 曲线 C 的 曲率 中 心 。 后 求 出 其 
ERR C 的 曲率 中 心 o! 的 作 图 法 ， 
108.6 参见 [BA-WH]. 


2:109 和 10.10 节 ， 我 们 都 在 平面 内 讨论 . ] 
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这 是 除了 平面 内 直线 的 几何 外 最 简单 的 几何 。 甚 至 还 可 说 比 
直线 更 简单 , 因为 圆 轨 比 直 尺 更 现成 (参见 10.8.3) ,我 们 只 能 提 到 
大 量 结果 中 的 一 部 分 ， 基 本 工具 只 有 三 个 : 害 、 反 演 及 定向 角 ( 见 
8.7)。10.9.5 是 定向 角 的 主要 应 用 。 

109.4 记号 与 约定 .对 于 两 个 不 同 的 点 *，》”， 在 本 章 的 最 后 几 
他 把 它们 的 连 线 记 为 《x, 7) cx», 如 果 * 一 ?但 行文 中 已 指明 
* 属于 圆 C 时 , xx 就 指 C 在 * 点 的 切线 T.C. 

基本 论题 是 研究 xX 的 四 个 点 6s y. cs + 的 共 加 性， 第 一 个 判 

则 纯粹 是 度 重 上 的 : 
10.9.2 命题 (Piolémée 定理 )、 对 于 平面 上 四 个 点 (G1, 
2,3, 4)， 记 它们 的 相互 距离 为 di mm nin, US duda S dada, 
十 dada, 并且 当 等 式 成 立时 ,这 四 个 点 或 共 图 或 共 线 。 要 使 平面 
上 四 个 点 为 共 圆 的 充 要 条 件 是 以 下 三 外 等 式 之 一 成 立 : 
duds X dudo duds — 0, 

这 已 在 9.7.3.8 被 证 。 但 能 给 一 个 更 初等 的 证 明 也 是 不 错 的 . 
4 onc x, n — Y, mom, mm es 设 i REDL eOBARAR ROS I 
的 反 演 . ER ONEAEEONEETORM 所 10.8.1.3 有 : 

^y xy nag yz n 2x 


xy » yg "E . 
ex cy cy: cg Cm ex 


从 而 
€x c ry er ys cy* ox 
—(ex-cy- ez)x y -- yu —xXz), 
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如 果 注意 到 在 共 线 三 点 中 必 有 一 点 在 另 两 点 的 中 章 , 从 9.1.1.1 及 
10.8.2 就 能 推导 出 所 需 结论 . 

10.9.2.1 附注 。 Ptolémée 关系 式 曾 被 他 用 来 构造 一 个 “ 强 
桌 *"， 事 实 上 ,如 果 *, z 是 圆 的 直径 ， 则 公式 x2 yt 一 xy oe 
zt* yz 恰好 化 为 三 角 公 式 sin(a 二 b) 二 sna- cosb -- sinb 
cose ( 见 8.7.8.1 及 10.3.2)。 也 可 参见 9.7.3.8, 

10.9.2.2 ”不 过 最 有 用 的 共 贺 条 件 是 利用 定向 角 。 我 们 这 里 
使 用 8.7 及 10.9,1 的 记号 .以 下 的 命题 当 某 些 点 重合 时 仍然 有 效 。 
我 们 只 给 出 一 般 情形 下 的 证 明 ， 把 特殊 情况 留 给 读者 验证 ， 其 思 
想 就 是 利用 切线 与 半径 正 交 这 一 特性 ， 


Bb 1.9.2. 


109.3. $83À CUERO, EC 是 以 呈 为 中 心 的 圆 , a, 是 Cc 上 两 
点 , 则 对 任意 的 zxEC 有 


4M ~ 
oo 6 一 7 xd, 3b (I, 8.7.7.7), 
Ws! 是 z 的 中 心 对 称 点 , 据 8.7.2.4(4)， 只 需 证 
x» E 


wa, 0x —2xa,x£, 
WDR (x.2) 的 垂直 平分 线 , op 是 关于 也 的 对 称 。 由 8.7.2405) 
可 得 : 


4M «x7 7 Zu 


(d, (0X = Qa, Xa d- xa, OX 一 xa, xa 
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4 


+ re, xo 一 2 £4, RU, 


10.9.4. 推论 . Ub s. 5€ X, a5, e€9(X)NO, RJ ixeX: 


c 

xa,xb 一 中 是 过 a. 2 两 点 的 图 ， 

30.9.5 ”推论 。X 的 四 个 点 为 共 贺 或 共 线 的 充 要 条 件 是 
PS -一 、 


$a, eb — da, db, 
事实 上 当 o, P 已 知 时 很 容易 作出 点 w 使 we 一 wb 并 且 
£z 


M 
t9 tob * 2a, 


一 
例如 可 取 w 为 {e， 引 的 垂直 平分 线 与 一 条 过 s 且 使 a5,D 一 6 
一 。 的 直线 也 的 交点 (参见 8.7.74), VE C 是 以 w 为 圆心 且 过 =， 
“两 点 的 贺 , 则 对 *e C, 


$a, sb a, 


Eo 
E. 如 x4， 5 = a， 则 过 4，5,x COND OH o 满足 
" mM 
aa wb 一 和 
因此 只 能 是 w， 
当 a,b, c 共 线 时 ,第 二 个 推论 是 显然 的 ,可 参见 8.7.7.3， 当 

Pme 
fa, cb se 0 

时 ,可 以 前 面 的 讨论 推出 . 

10.9.6 iX, 条 件 10.9.5 对 于 非 定向 角 不 成 立 。 从 非 定向 角 的 观 

点 看 ,as 5， 0, 4 共 圆 可 导致 


va, cb mda, d Hh oca cb da db m0 
EGER EET. DHgb 10.9.5 有 它 的 好 处 ， 特 别 当 涉 及 到 复杂 图 形 
时 ， 需 要 分 别 考 虑 的 各 种 情形 实在 太 多 了 。 也 请 参看 10.13.15. 
请 注意 当 a — o 时 ,这 就 是 以 a, 2 为 直径 的 贺 。 
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图 10.9.5. 


10.9.3 及 10.9.5 亦 将 作为 17.4.2 关于 圆锥 曲线 的 一 般 定理 的 
特例 被 证 明 ，。 
10.9.7 伍 。10.9.5 的 应 用 是 相当 多 的 .建议 读者 考 漆 练习 9.14.3， 
10.13.18, 并 浏览 参考 文献 [D-C1]，[D-C21,[E-R],{R-C1]， 
[HD1], [R-C2], [HD2] 中 的 练习 .我 们 只 探讨 其 中 两 个 .首先 是 
Simson 直线 , 它 已 在 10.4.5.4 中 出 现 过 (也 请 参看 9.14.34.3.D)， 
10.4.5.5, 10.9.7, 10.11.3, 10.13.27, 14.4.3.5, 17.8.3.2), 

109.1 ik (e,5,c) 是 一 个 三 角形 。 点 = 在 三 边 的 射影 
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P», 7 闪 线 的 充 村 条 件 是 它们 在 (n, 0, 0) 的 外 接 贺 上 . 
关于 这 一 类 证 明 ,我 们 往往 借助 于 图 形 得 到 一 系列 相等 的 角 ，。 
~ 


~ 
然后 可 写 出 如 下 的 定向 角 : 由 于 pe, px o0 m qe, 33 LR. 


~ 


ga, dz B — ra, T5, 
把 109.5 使 用 四 次 后 可 得 
Pac es Pe 


vb, cx — cp, cx — dp, dx 


T 


以 及 
站 -一 人 人 -一 人 


8b,ax c ar, ax dr, dx. 


ES 


L« "~ 
而 “p, 4，” 共 线 "等 价 于 qr. dx c qp. qs. 由 上 面 等 式 可 以 


人 e 
SHB cb, cz 一 a5, ax, 根据 10.9.5, 这 就 是 “ae，5, c, x EB GS 
条 件 . 

长 久 以 来 这 个 “Simson 直线 "定理 被 错误 地 归功 于 Sunson, 
其 实 它 是 属于 Wallace 的 。 


BB 10.9.74, 
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109..2 ”六 加 定理 或 Miguel 定理 .: 设 有 由 个 圆 Ci(i 一 
1,2,3, 4) 使 得 Cn Co (2. 0), Ci C (5, 93, Gn C= 
fe, €), € m (s 4). XI 2,5, 0, d CERIS ERR, 
/À.c,d 共 网 。 

利用 Chasles 关系 式 及 由 次 运用 10 必 .5, 可 得 


~ ~ -一 人 ~ 
bas be— ba, bb bb be o ala aU ob, ee 


Ee Ea Pans -一 -一 
da,dc = da, dd + dd', dc = a'a, ad'-F cd, cc, 
相 减 后 再 利用 Chasles 关系 式 : 
A 
Bas be — da, de — odsab — od, eb. 


从 10.95 就 能 到 到 所 需 结 论 ， 


图 10.3.7.2. 


10.9.73 ik. Miguel 定理 是 一 个 “定理 链 “ 的 第 一 个 定理 ,请 
参看 10.13.19. 关于 定理 链 请 参看 [PE1] 94.7, 第 431 页 以 及 
(CR1] 的 第 262 页 和 258 页 。 也 请 参看 10.11.7， 
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10.10 [HN * 


Mene ig ES EREDUT HR CAS TL 10.7.10). 
1010.1 ig C, C 是 两 个 不 同心 的 圆 。 DNA 多 m RT: 
TICHRTLCI 中 的 任意 两 个 元 素 都 有 相 邮 的 根 轴 ， 就 是 过 C 
和 C' 的 中 心 。 及 w 的 直线 《wm, w'》。 如 多 这 样 定义 的 圆 的 集 
合 都 称 为 一 个 圆 束 。 如 果 了 和 T' 属于 一 个 圆 束 ,多 , 则 新 的 贺 束 
{ 圆 cC:CLT B CLP]} 记 为 多 :+ 并 称 为 多 的 正 交 束 ， 我 们 有 
CirvyCce 1!yre 8H， 并且 多 出 一 色 。 如 果 CQC 是 相 
切 的 , 则 多 中 的 圆 也 互 切 , 多 + 中 的 闸 也 互 切 , 如 果 CO C—9, 


图 10,10.1.1. 
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出 (在 (os 9? E) 存在 两 个 点 zy 使 多 on (BE Cin y € C). 
Fic, y 579 97 的 极限 点 ， 如 果 Cn C 一 和 商 个 不 同 的 点 , 则 有 
电 互 不 相交 的 贺 组 成 . 

在 第 20 章 还 会 重新 遇 到 圆 东 。 


图 15.10.1.2. 


1010.2. 两 个 加 的 约 化 图 形 。 上 一 小 节 的 内 容 以 及 反 演变 换 的 用 
处 之 一 是 : 设 C。5” 是 两 个 苞 , 则 总 有 一 个 反 演 把 它们 变换 成 两 
条 嘉 线 或 两 个 同心 古 . 

事实 上 如 果 CN C * 用, 我 们 把 反 演 的 极点 取 在 CnC 内、 
如 果 CnC 一 8， 则 可 把 前 还 的 极限 点 之 一 取 成 极点 。 由 于 反 
演 保 持 正 交 件 〈 见 10.6.5.3)。 因 此 第 二 个 极限 点 的 反 演 像 具有 下 
述 姓 质 ， 过 这 个 点 的 直线 都 与 两 个 怖 的 反 演 像 正 交 ， 这 仅 当 像 点 
EX TT DE EEUU EUM 

1010.2 BUE Gro Jb e EPI RR, RR: UF 
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究 与 两 个 殴 相 制 成 等 角 的 轴 。 或 作 一 个 圆 使 它 与 三 个 区 交 成 三 个 
已 知 角 等 等 。 只 要 所 加 的 条 件 在 反 演 下 仍然 保持 就 行 了 。 我 们 再 
用 更 深刻 节 方 式 在 述 前 面 的 结 兴 ， 两 个 同心 圆 所 成 的 集合 有 一 个 
相当 大 的 稳定 子 麦 C. 办 为 G 由 一 切 使 公共 圆心 不 动 的 等 距 变 的 
组 成 。 同 样 可 知 由 丽 条 相交 直线 构成 的 集合 在 以 它们 的 交点 为 中 
心 的 位 似 变 换 下 保持 稳定 .用 反 演 作 演 灾后 , 从 G 可 得 到 群 C, 它 
使 最 初 考虑 的 两 个 贺 的 集合 保持 稳定 ,而 且 O ch PRAG, HEAR 
角 的 映射 所 构成 。 事 实 上 这 不 再 是 从 E 到 它 自 身 的 肌 射 ， 而 是 在 
20.1 将 要 引进 的 站 的 肌 射 。 引入 走 正 是 为 了 使 前 面 讨论 的 内 容 
更 加 精确 化 ， 


图 10.10.1,3. 


现在 从 一 个 例子 来 看 10.10.2 开头 部 分 的 应 用 ， 
1610.3 Steiner 互 斥 性 定理 , 设 .C，C' 是 两 个 贺 ，C 在 5 内 


部 ,了 是 外 切 于 C 又 内 切 于 C6' 的 圆 ， 我 们 用 下 述 方法 递 推 地 作出 
Bü D — 1,2, 2:8 Pu 5 TC 及 5 都 相 切 , 但 又 异 于 
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T,., 如 果 对 一 切 i >> 1， 总 有 Do T， 那 是 我 们 运气 不 好 。 但 
是 如 果 有 某 一 个 = 使 得 rw = 了 Ti， 那 么 对 于 任意 的 一 个 起 点 贺 了 ， 
总 有 到 一 于 。 
只 要 把 C 和 C' 转换 成 两 个 同心 圆 ,其 证 明 就 是 显然 的 。 因 为 
一 对 同心 贺 关 于 绕 它们 公共 中 心 的 旋转 群 是 稳定 的 
因此 互 斥 性 定理 就 是 : 或 者 任 辣 一 个 链 都 不 封闭 ， 或 者 任意 
一 个 链 都 封闭 。 以 下 是 瑟 斥 性 的 另 一 个 例子 ， 
10.10.4 [Wi Poncelet 大 定理 。 设 有 两 个 加 C,。C', 并 且 C 
在 5 的 内 部 〈 同 10.10.3), 则 从 点 “ae C" 出 发 可 电 以 下 条 件 作 
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出 一 连 串 点 eG 251): 对 一 切入 都 有 《zs。 zt》 与 C 相 切 并 且 
Gnome P Gs ns. ， 则 以 下 两 种 情况 必 居 其 一 : 或 存在 n. 
za 中 riVxE C. 或 者 noe sx CC 并 且 VE I. 

尽管 陈述 很 简单 ， 这 个 定理 要 比 Steiner 互 斥 性 定理 困难 得 
多 。 请 参看 16.5. 

也 请 参看 10.13.3, 17.6.5 及 [B-H-H], 


图 10.10.4.. — 


10.11 ”有关 加 的 问 贺 


竹 们 全 搬 述 一 些 关 于 殴 的 经 典 结果 ， 读 者 可 把 它们 作为 练习 
进行 自我 测验 ,有 时 我 们 也 给 出 参考 文献 ， 
10.11.1 Appolonius 向 题 ， 这 就 是 作 一 个 圆 了 与 三 个 已 知 加 
C,C' 及 5" 相 切 ， 我 们 在 10.7.9 已 知道 至 多 有 八 个 解 。 最 初等 
的 方法 是 把 三 个 加 的 半径 减 去 或 加 上 最 小 圆 的 半径 ， 然 后 再 归结 
为 作 一 个 圆 使 它 过 一 个 点 并 与 两 个 已 知 圆 相 切 ， 从 10.10.2 可 以 
看 出 这 是 办 得 到 的 (必要 时 也 可 参看 9.6.6)。Gergonne 给 出 了 一 
个 更 漂亮 的 方法 ,用 它 能 得 到 了 与 C,，C', C" RSS DA, dupl 
10.11.2 所 示 。 

在 这 个 图 中 ,点 o 是 C，C ，C” 的 根 心 ( 见 10.7.10.2), 即 关 
王 三 个 圆 有 相等 宪 的 点 ， 这 不 准 用 10.7.10.1 的 方法 作出 ， 直 线 D 


2 


是 连接 C, C' 或 C', C” 或 C", C 间 的 六 个 位 似 中 心 的 四 条 


直线 之 一 (这 六 个 中 心 丛 在 


条 直线 上 ) ,而 >, ” 和 7Y” 是 让 关于 


€C,C' 与 6” 的 极点 (参见 10.7.11)， 那 么 要 找 的 C 上 的 切 点 就 是 


RED 0.11.1. 


CR (o, 7Y》 的 交点 。 

关于 Appolonius 问题 的 新 近 
的 参考 文献 是 [CR5]。 
10.11.2 Napoléon-Mascheroni 
问题 ， 只 用 圆规 (参见 10.8.3) 找 出 
已 知 圆 的 圆心 ， 关 于 这 一 问题 ， 请 
参看 [LB1] 第 25 页 后 面 . 也 就 是 
25 页 底下 的 历史 注 记 以 及 26 页 上 
对 Mohr-Mascheroni 定理 的 叙述 ; 
“ 凡 能 用 圆规 直 尺 作 罚 的 ,也 能 单 四 
圆规 作出 "。 CLB1] 的 大 部 分 内 容 
读 起 来 像 一 本 小 说 ， 


1€1L3 九 点 圆 及 Feuerbach 定理 . Ub v 一 {x,y, z} 是 三 


iB 10.112. 


和 角形， 9, r RUBISERE. uv. o 是 边 上 的 中 点 ， 六 mon 是 
(s, 8), 0, A). Gs 好 的 中 点 ,其 中 心 是 垂 心 (更 10.2.5), 中 是 
名 的 外 迫 贺 中 心 ,# 是 重心 。 则 九 个 点 ws ws ws lo mots Ps gr 
在 同一 个 贺 T 上。 并 且 的 中 心 是 %》 的 中 点 ， 此 外 < 在 直 
线 《4,0, 0) 上 ,中 ~ 一 286， 加 又 与 儿 的 内 切 圆 及 三 个 这 
切 圆 相 切 (参看 10.1.5 及 图 10.1.5). 

其 证 明 方法 是 引入 以 * 为 极点 以 地. us 为 铬 的 反 演 。 其 中 * 
是 过 * 的 内 角 平 分 线 与 对 边 的 交点 。 此外， 了 与 由 鹃 的 Simson 
直线 包 络 成 的 有 三 个 尖 点 的 内 摆 线 相 切 于 三 点 ， 参 见 10.4.5.5， 
10.9.7.1 及 9.14.34, 


图 10.11.83. 


10.11.4  Castillon 问题 .已 知 圆 C 和 不 在 C 上 的 点 (Gries 
要 找 出 C 的 内 接 多 边 形 G2) 使 得 x6 no ma) 一 1 
n, 有 一 个 相当 复杂 的 解法 是 作出 以 zi 为 极点 、 使 C 稳定 的 反 演 
fo, 然后 作 这 些 后 的 情 积 。 不 过 要 使 得 (facfe-o………ofiof)(z) 一 
mu 这 就 归结 为 寻找 joofs-,0…ofiofi 的 不 动 点 ， 有 一 个 对 所 有 
的 圆锥 明 线 都 活用 的 器 好 的 方法 将 在 16.3.10.3 给 出 ， 也 可 参看 
，20t ， 


图 10.1.4. 


[DO] 第 144 页 。 

10.15. Malfatti 问题 。 要 在 一 个 已 知 三 角形 内 作 三 个 加 C, 
C'。C“， 使 它们 两 两 相 切 并 且 每 个 圆 又 和 三 角形 的 丙 条 边 相 切 ， 
关于 这 个 问题 的 解 请 参看 【HD1] 第 310 页 或 [RC1] 第 311 一 
314 页 或 [DO] 第 147 页 ， 


E. 


10,11,5. 


10.116 Laguerre 循环. XE RE XGEIIEAOEWIBBNUASS, 
读者 可 在 [PE1] 第 426 页 找到 其 介绍 ， — 

关于 这 个 理论 的 代数 形式 可 参看 [BZ] 第 251 页 起 , 也 可 参 
看 [BLA3] 第 4 章 ,为 了 勾画 其 大 致 轮廓 ,我 们 用 图 10.11.6.1 及 
10.11.6.2 表示 一 个 关于 定向 直线 及 定向 圆 的 结果 。 这 些 定向 直线 
及 定 疝 疾 相 切 并 在 切 点 处 保持 定向 。 如 果 给 出 的 图 形 无 法 在 切 点 
处 保持 定向 , 则 上 述 结论 不 成 习 ， 
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图 10.11.6.2. 


10.11.7 七 图 定理， 关于 这 个 有 趣 的 结果 请 参看 C. J. A. Eve- 


lyn, G. B. Money-Coutts, J: A. Tyrell 的 书 《 七 痪 定理 》， 由 
CEDIC 出 版 ， 


1042 ” 挠 平行 性 :第 18.9, 20.5, 207 节 的 先导 


这 里 涉及 到 通常 空间 ( 即 三 维 空间 ) 中 的 图 及 球面 的 一 系列 出 
平 意料 的 现象 , 对 这 类 现象 将 用 两 种 方式 来 解释 ; 第 18.9 Hm 
何方 法 ,第 20.5.4 节 用 代数 方法 ， 
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10123 设 工 是 一 个 环 呵 。 即 由 一 个 曾 绕 六 与 它 其 面 介 不 相交 的 
直线 族 转 所 成 的 曲面 。 这 个 环 硬 有 两 族 圆 : 经 圆 及 纬 加 。 第 一 
个 使 人 停 奇 的 事实 是 了 还 含有 别 的 四， 这 些 圆 有 时 被 数学 家 称 为 
Vilarceau 圆 ,不 过 在 他 以前 (1848 年 ) 早已 被 人 床 知晓 。 警 如 说 
当 你 到 斯 特 拉 斯 堡 去 参观 圣母 事迹 博物 馆 上 时， 就 喜 证 实 这 一 点 : 
在 螺旋 梯 住 子 的 上 部 装饰 次 一 个 雕花 环 面 ,其 配 峭 就 是 这 样 的 网 . 
我 们 也 可 用 一 个 两 处 与 工 相 切 的 平 而 蕉 出 这 些 圆 , 殉 吏 10.12.1.3. 
10122 这 些 奇特 的 圆 可 分 为 两 族 : (CCO) 及 {T(9)}。 两 个 
CD 及 T() 总 是 相交 于 两 个 点 .， 两 个 不 同 的 CCO 及 COO 
《相应 地 : 1(6) 及 T(9)) 不 仅 不 和 相交, 而且 还 是 相互 交织 的 ( 关 
于 交织 ,参看 B-G] 第 279 页 ), 从 斯 特 拉 斯 各 的 雕刻 环 面 就 能 看 
到 它们 的 交织 


— Ct» 


图 0.02.1.1. 
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图 o2.12.1.2. 


10123 这 些 圆 具有 一 些 很 强 的 关于 交角 的 性 质 ， 首 先 ， 它 们 是 
环 面 的 螺旋 线 ， 也 就 是 说 所 有 的 子午 线 部 窜 COO GR T(O)) 成 
定 角 a( 对 C 或 了 是 闻 一 个 角 )。 更 重要 的 是 两 个 不 同 的 CG) 及 
C) (对 T(0) 及 (9') UE FUREPERO HA RES o 的 找平 行 环 ， 
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C(ri 
图 ot0.12.2. 

也 就 是 说 所 有 合 COO 的 球面 截 COT 成 角 ， 同 样 ， 所 有 合 

CC) 的 球面 截 CC 成 同一 “ 角 , 而 且 这 个 角 就 是 CC 和 CC) 

作为 蝶 旋 线 的 角 。 《我 们 把 贺 与 球面 的 交角 定义 为 在 交点 处 的 切 

线 与 切面 所 成 的 角 , ) 


10.13 练 习 
10.13.1 三 角形 的 高 共 点 。 
19.13.1.1 请 证 明 对 殉 氏 平面 的 任意 四 点 (s y, s) 总 有 


> >、 QM, 
《x91 ne) 十 (nal ey) tr Cot| yn) 一 0。 由 此 导出 高 的 共 点 性 ， 
1013.L2 利用 165.4 的 循环 点 导出 共 点 竹 。 
1013.13 从 2.8.1 导出 共 点 性 ， 
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191.2 ”对 公式 汇集 的 补充 ， 对 一 个 三 角形 证 明 以 下 关系 式 
Serrnryga, AR—rQMMrdaTn-—r, 
1 Dalai 
3Re Cab Be en 
1 H 1 H 1 
了 mnt z "A 


可 一 rors 十 Yire foros 

ad bc 
sin 4 十 sinB + sinC^ 
1013.3 [Ej Poncelet 大 定理 : n—3 及 4 的 情形 。 请 证 明 
三 角形 多 的 外 搂 圈 C 的 半径 R.OAHIBLT BUSES n 以 及 它们 中 
心间 的 距离 4 满足 关系 式 R' 一 2Rr 一 P, ERUEUDADUNN, BUUA 
两 个 半径 为 R 及 7 的 圆 C, 了 ， 它 们 的 中 心 妥 是 d, RR R: 一 
2Rr 一 8 则 对 任意 的 ze C. 必 存 在 以 > 为 顶点 的 三 角形 多, 它 
内 接 于 C 且 外 切 于 了 .由 此 就 可 导出 三 角形 情形 下 Poncelet 
大 定理 (参见 10.10.4)。 对 于 同时 内 接 于 C 又 外 切 于 P 的 四 边 形 ， 
请 作 类 似 的 研究 。 
10.13.4 Morley 定理 ， 首 先 假设 定理 为 真 。 试 证 ( 见 图 ) 三 角 


2R= 


BP 10.13,.3。 


ur 


形 tu r, 49]，loy r+，P} 及 {w,P,9} 是 等 厢 三 角形 。 并 用 二 
角形 (x, 》。z} 的 角 表 示 出 上 述 三 个 三 角形 的 角 , 由 此 可 得 到 
Morley 定理 的 一 个 证 明 。 方 法 如 下 ;从 一 个 等 边 三 角形 ine 
4) 出发, 取 适当 的 角 作 出 ns v, w， 然 后 得 到 x,y, c. 再 注意 到 
这 样 作出 的 三 角形 相似 二 原 三 角形 . 


x 


LS 


图 10.13.4. 


10.13.5” 试 证 对 平面 上 任意 一 点 + 以 及 三 角形 多 一 {x yu. 


RUE Gn Riy can mV 3S, DOLAR E PUE EIU 9 OR 
立 ; 由 此 导出 不 等 式 眶 十 韦 十 吉之。 
1013.6 对 10.4.5.4 作 完 整 的 讨论 ， 
10.13.7 对 一 个 加 的 内 毛 相 边 形 ,用 它 的 四 条 过 a, 5， cy 4 表示 
也 对 角 线 的 长 lo. UEBER MOL BUS 

VC 一 oO 一 人 一 cp 一 个， 


其 中 


pikbtetd 
rete 


10138 ” 先 对 凸 四 边 形 , 再 对 酉 贺 的 内 接 六 边 形 (参见 16.2.13) 研 
究 与 10.4.3 类 似 的 问题 。 
1013.9. 计算 正 耻 面体 外 接 球面 的 半径 。 
19.13.10 计算 四 面体 的 体积 , 拒 它 用 下 列 参 数 表 出 : 
《两 个 面 的 面积 ,它们 的 公共 楼 的 长 及 这 个 悉 的 一 面 角 ， 
Gi) 四 个 而 的 面积 ， 拓 个 相对 的 二 夯 角 及 这 两 个 二 面 角 的 楼 
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长 ; “ 

(iii) 一 个 面 的 面积 及 三 个 相 邻 的 二 面 角 . 
10.13.11 证 明 如 果 中 面体 的 四 个 面 有 相等 的 面积 ,那么 这 四 个 面 
是 全 等 三 角形 . 
10.13.12 在 一 个 四 面体 内 把 对 楼 间 的 距离 记 为 cs f Y OR 
3.2.5)。 把 顶点 到 对 面 的 距离 记 为 (i 一 1， 2，3。4)， 则 


1 1 1 1 
i 
a S r > A 


16.13.13. 在 一 个 四 面体 内 ,两 个 相对 的 二 面 角 的 正 弱 之 积 与 这 两 
个 二 证 角 的 楼 长 之 积 成 比例 , 
10.13-14 Salmon 定律 。 在 欧 氏 平面 内 ， 已 知 议 = 为 中 心 的 医 
C, 又 给 出 了 黄 个 点 x,y 及 它们 关于 C 的 极 线 DL, DP,。 试 证 

az 0 d(x, Dy) 

ay  d(y,D.)" 
又 证 若 P REC 的 内 接 2n 边 形 ， 则 对 的 任 一 个 点 xz, 从 * 到 P 的 
偶数 边 的 距离 之 积 等 二 从 x 到 P 的 奇数 边 的 距离 之 积 。 证 明 如 泉 
P 是 C 的 外 切 多 边 形 ， 则 从 偶数 顶点 到 留 的 一 条 奢 线 的 醋 离 之 积 
与 从 奇数 顶点 到 同一 条 切线 的 距离 之 积 的 比 伪 是 常数 (由 假设 ,多 
XE P ES GUARD. 
19.13.15 已 知 欧 氏 平面 的 两 个 不 同 点 a, 5, a 是 一 个 角 , 它 可 以 
是 直线 的 交角 或 半 直 线 的 交角 ， 也 可 以 是 直线 的 定 作秀 或 半 实 线 
的 定向 角 。 请 研究 以 下 集合 : 


了 > > 
ixixa, xb — a], (x:xa, xb — a], 


{40 Rb oma], (rixa, abc, 
10136 4 EH. Uv E—^-RAX. WWEBADXT € 
三 条 边 的 对 称 像 共 点 的 充 要 条 件 是 它 通 过 客 SED. 当 直 线 了 
绕 垂 心 旋转 时 ,这 个 交点 如 何 变 化 (也 请 参看 17.6.2.2)? 
10.13.17 利用 交 比 ( 见 9.6.5.2) 给 出 10.9.7.2 的 代数 证 明 。 
10.13.18 支 轴 。 已 知 平面 内 的 一 个 三 角形 (x. y, z}。 证 明 若 
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2.4, r 是 三 集 形 边 上 的 三 点 ,> 是 平面 上 的 点 , 则 当 {x rs xy ol 
和 {y, Pos, ri 共立 时 ，tz。9。zs PY 也 共 圆 。 现 在 固定 支 轴 rs 
使 ?, 9。，” 在 边 上 移动 ， 同 时 又 保持 上 述 的 共 贺 性质， 试 证 Us 
9 7} 仍 正 向 相似 于 自身 ， 从 而 推导 出 ;与 {7，4,，+}》 正 向 相似 
关连 的 点 画 出 一 条 直线 (例如 : 垂 心 ,内 切 圆 圆心 ,外 接 圆 圆心 等 )， 
而 且 与 {8, 4，+} 正 向 相似 关连 的 直线 包 络 出 以 # 为 焦点 的 搜 物 
线 (参看 9.6.7)。 


图 10.13.18. 


10.13.19 ”定理 链 ， 在 这 个 练 妃 里 我 们 假设 所 遇 到 的 对 象 “ 处 于 一 


ALB. WE (Dess 是 网 氏 平面 的 四 条 直线 , Ci 是 由 三 条 直 
A Dj(i ei) 构成 的 三 角形 的 外 接 圆 。 试 证 四 个 六 C; 有 一 个 公 
共 点 (也 请 参 帮 17.4.3.5 的 一 个 解释 )。 作 图 ， 设 (Di);=…s 是 欧 
氏 平 面 的 五 条 直线 , p; 是 上 述 定 理 中 得 到 的 与 四 条 直线 D; 08) 
相伴 的 点 ， 证 明 五 个 点 共 贺 。 作 图 。 

请 叙述 并 证 明 一 个 定理 链 ， 其 开头 的 两 条 定理 就 是 上 述 的 两 
个 定理 .关于 定理 链 请 参看 [PE] 85 431 页 ,练习 9.4.7 及 [CR] 
第 258 Wi. 
10.13.20 $6 f&BH. TRE 了 为 两 个 圆 5，5C” 的 等 角 网 ， 只 要 它 与 
这 两 个 圆 交 成 等 角 。 试 证 两 个 相交 圆 的 等 角 圆 起 交 于 一 个 定 圆 或 
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条 定 直线 ， 研 究 两 图 不 相交 的 情形 , 当 了 与 C. C 的 交角 之 和 
等 于 = 时， 研究 同 祥 的 问题 ， 再 研究 与 三 个 或 四 个 定 圆 成 等 角 的 
Wi, 能 否 把 刚才 得 到 的 结果 用 于 问题 10.11.1? 请 参见 20.4.4 对 这 
个 问题 的 代数 研究 . 
10.13.21 没 C，C' 是 与 10.10.3 同样 的 加 .它们 的 半径 是 R, R'， 
中 心 是 s.d. B. sa' 一 d. 证明 着 C. C 具有 图 10.10.3 所 示 
的 # 个 右 的 链 , 则 
(R — ey — d — 4Rrtg(x/n), 

10.13.22 ”证明 图 10.12.1.3 rh Ej T PAL LESE TEL e LEER 
TIBIA ELLE ELIXPR DELE EGET BOR e 
101.28. 5H 10.3.10 的 技巧 证 明 三 角形 的 内 外 角 的 三 等 分 线 的 
交点 分 布 在 27 条 直线 上 。 关于 这 一 主题 ， 请 参看 9.14.34.5 以 及 
[LB1] 第 173 一 208 ji, 
10.13.24 已 知 平面 上 一 个 三 角形 ， 试 找 出 使 三 角形 自 配 极 的 圆 ， 
即 它 的 顶点 关于 这 个 贺 两 两 共 暂 ， 在 三 维 空间 研究 同样 的 问题 。 
101325 设 三 个 贺 的 半径 是 “。5。c， 而 且 两 两 相 切 。 令 aa^, 
8 一 入， 7Y 一 “ '， 试 证 与 这 三 个 圆 相 切 的 两 个 硕 的 半径 是 : 

[ec 十 8 十 7 十 2(87 十 Ya t ag) 1? 
及 lat+B+7—2(87 + Ta + ag), 
ac Bb v — (BY t Ya o8). 的 符号 有 什么 意义 ? 
1013.20 ” 设 欧 氏 平面 的 三 角形 多 的 边 长 是 a,5, c<， 对 于 任意 
一 个 整数 n, 考虑 关于 € 的 重心 坐标 为 


( NEP ， P . " ) 
4* 4- P" ob cU! at de bh ect an bh cn 

的 点 X(w)， 用 几何 方法 刻 划 X(0), XO). XQ) 的 特征 。 当 
趋向 十 co (或 一 0) 时 X(») 变 成 什么 ? 

1013.27. 又 回 到 Simson 直线 ! 设 D. D' 是 欧 氏 平面 的 太 同 
直线 , a 一 DN D'， 另 有 一 点 x&DUD..— 设 过 。 及 x 的 器 交 
D,D' 于 m,m', Wii D3mr mw € D' 是 以 x 为 中 心 的 相似 
变换 在 D 上 的 限制 。* 在 直线 mm 上 的 正 交 射 影 点 二 搬出 怎 栏 的 

lm 


直线 ? 从 这 个 结果 推导 出 Simson 直线 的 定理 10.9.7.1。 

1613.28 ”已 知 欧 氏 平 而 的 四 个 点 a， 0, e, d 求 作 正 方形 ABCO 

使 a€ AB, b€ BC, c€ CD, 4€DA, 
—HB.ELAUEBLEBHANIIZUE Q. 8 , 求 作 四 边 形 Q" 使 它 相 

似 于 8 且 内 接 于 8。 然后 使 它 外 接 于 2. 


[sl 
图 10.13.28. 
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10.13.29 Ford 国 ， 如 图 10.13.29.1 所 示 ,考虑 三 个 两 丙 相 切 并 
与 直线 品 相 切 的 圆 。 如 果 rs vo 的 半径 ，P 是 小 圆 的 半径 ， 
Was). x 是 它们 与 D 的 交点 ,将 p, ax, bx SURE abr eR 
数 。 

取 一 个 标准 正 交 标 架 ,从 方程 为 v p y! -y—0 与 rey— 
2x 一 ?十 1 一 0 的 两 个 圆 出 发 , 可 按 图 10.13.29.2 所 示 的 方式 北 
推 地 作出 一 系列 圆 .证 明 这 些 贺 与 x 轴 的 切 点 的 械 坐 标 是 有 理 数 ， 
这 样 能 否 得 到 [0, 1] 内 的 一 切 有 理 数 ? 

通过 沿 着 这 些 贺 周作 复数 积分 ,可 使 这 些 Ford 圆 在 数论 中 得 
到 有 趣 的 应 用 。 请 参看 [IRA] 筑 267 页 . 


" 


Hpo10.13.29.1. 


图 10.13.29,2, 
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